
ARISTOS

【6.1】

ある容器に空の状態から始めて単位時間当たり一定の割合で水を注ぎ, 底面から測った水面の高さ hが 10

になるまで続ける. このとき, 水面の上昇する速さ vは, 水面の高さ hの関数として, 次の式で与えられる.

v =

√
2+h

log(2+h)
(0≤ h≤ 10) · · · · · · (1.1)

水面の上昇が始まってから水面の面積が最大となるまでの時間を求めよ.

【解答】

水の流入速度
dV
dt

> 0は一定であるから,

dV
dh

× dh
dt

= (一定) · · · · · · (1.2)

ここで, 水面の面積を Sで表せば,

Sv= (一定)
(

∵ dV
dh

= S,
dh
dt

= v

)
· · · · · · (1.3)

即ち, 水面の面積 Sが最大となるとき, 水面の上昇速度 vは最小になる.

(1.1)を時間 tで微分して,

dv
dt

=
dv
dh
× dh

dt
=

log(2+h)−2

2
√

2+h
(
log(2+h)

)2 ×
√

2+h
log(2+h)

=
log(2+h)−2

2
(
log(2+h)

)3 · · · · · · (1.4)

(1.4)により, 上昇速度 vは h = e2−2において極小かつ最小.

ここで, h : 0→ e2−2に要する時間を Tで表せば,

T =
∫ t=T

t=0
dt =

∫ h=e2−2

h=0

dt
dh

dh =
∫ e2−2

0

log(2+h)√
2+h

dh · · · · · · (1.5)

(1.5)において, 2+h = xと置換して,

T =
∫ x=e2

x=2

log x√
x

dx =
[
2
√

x log x−4
√

x
]e2

2
= 2

√
2
(
2− log 2

) · · · · · · (1.6)
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【6.2】

k 6= 0は実数の範囲を動くものとする.

y = kx4 (k 6= 0)の形をしたすべての曲線と直交し, 点 (1, 1)を通る曲線を求めよ.

【解答】

kは正負両範囲を動くので, 求める曲線は x, y両座標軸に関して対称である.

そこで, 求める曲線を第 1象限で考え, その方程式を y = u(x)と置く.

曲線 y = u(x)と 4次曲線 y = kx4との交点 xにおいて,

u(x) = kx4 ∧ 4kx3 ·u′(x) =−1 · · · · · · (2.1)

x > 0であるから, (2.1)から kを消去して,

2u(x)u′(x) =−x
2
⇐⇒ {u(x)}2 =−x2

4
+C · · · · · · (2.2)

ここで, u(1) = 1であるから,

C =
5
4
∧ u(x) > 0 ∴ u(x) =

√
−x2

4
+

5
4

· · · · · · (2.3)

求める曲線の x軸対称性, y軸対称性を考慮して,

x2

5
+

4y2

5
= 1 · · · · · · (2.4)

曲線 y = kx4と楕円 (2.4)は両座標軸上で交点を持たないので,

x2

5
+

y2

5/4
= 1 ∧ (x, y) 6= (±

√
5, 0

) ∧ (x, y) 6=
(

0, ±
√

5
2

)
· · · · · · (2.5)
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【6.3】

関数 u(x)が連続な導関数 u′(x)を持ち,

∫ x+1

1
t2u′(t) dt = x(x2 +2x+3)ex ∧ u(1) = 2

を満たすとき, u(x)を求めよ.

【解答】

積分方程式 ∫ x+1

1
t2u′(t) dt = x(x2 +2x+3)ex · · · · · · (3.1)

の両辺を xで微分して,
(x+1)2u′(x+1) = ex(x+1)2(x+3) · · · · · · (3.2)

ここで, x+1 6= 0として,

u′(x+1) = ex(x+3) ⇐⇒ u′(t) = et−1(t +2)
(
∵ t = x+1

) · · · · · · (3.3)

(3.3)は t 6= 0で定義されるが, u′は全実数で連続なので, t = 0でも成り立つと考えてよい.

そこで, (3.3)の両辺を区間 [1, x] (∀x)で積分して,

∫ t=x

t=1
u′(t) dt =

∫ t=x

t=1
(t +2)et−1 dt ⇐⇒ u(x)−u(1) =

[
(t +1)et−1

]x

1

⇐⇒ u(x) = (x+1)ex−1−2·e0 +u(1) · · · · · · (3.4)

(3.4)に u(1) = 2を代入して,
u(x) = (x+1)ex−1 · · · · · · (3.5)
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【6.4】

次の等式を満たす関数 u(x) (0≤ x≤ 2π)が唯一定まるための実数 a, bに関する条件を求めよ.

また, そのときの u(x)を決定せよ. ただし, u(x)は区間 0≤ x≤ 2π で連続な関数とする.

u(x) =
a

2π

∫ 2π

0
sin(x+y)u(y) dy+

b
2π

∫ 2π

0
cos(x−y)u(y) dy+sinx+cosx · · · · · · (4.1)

【解答】

(4.1)の被積分関数に加法定理を用いて,

u(x) =
a

2π

∫ 2π

0

(
sinx cosy+cosx siny

)
u(y) dy

+
b

2π

∫ 2π

0

(
cosxcosy+sinx siny

)
u(y) dy+sinx+cosx · · · · · · (4.2)

(4.2)を整理して,

u(x) =
{

1+
1

2π

∫ 2π

0

(
acosy+bsiny

)
u(y) dy

}
×sinx

+
{

1+
1

2π

∫ 2π

0

(
asiny+bcosy

)
u(y) dy

}
×cosx · · · · · · (4.3)

ここで, 



C1 =
∫ 2π

0

(
acosy+bsiny

)
u(y) dy · · · · · ·(4.4)

C2 =
∫ 2π

0

(
asiny+bcosy

)
u(y) dy · · · · · ·(4.5)

と置けば,

u(x) =
(

1+
C1

2π

)
sinx+

(
1+

C2

2π

)
cosx · · · · · · (4.6)

更に,

1+
C1

2π
= c1 ∧ 1+

C2

2π
= c2 · · · · · · (4.7)

と置けば, (4.4), (4.5), (4.6), (4.7)より,

c1 = 1+
1

2π

∫ 2π

0
(acosy+bsiny)(c1siny+c2cosy) dy

= 1+
bc1

2π

∫ 2π

0
sin2y dy+

ac2

2π

∫ 2π

0
cos2y dy+

ac1 +bc2

2π

∫ 2π

0
siny cosy dy

= 1+
1
2
(bc1 +ac2) · · · · · · (4.8)

更に,

c2 = 1+
1

2π

∫ 2π

0
(asiny+bcosy)(c1siny+c2cosy) dy

= 1+
ac1

2π

∫ 2π

0
sin2y dy+

bc2

2π

∫ 2π

0
cos2y dy+

ac2 +bc1

2π

∫ 2π

0
sinycosy dy

= 1+
1
2
(ac1 +bc2) · · · · · · (4.9)
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(4.8), (4.9)により, {
(b−2)c1 +ac2 =−2

ac1 +(b−2)c2 =−2
⇐⇒

(
b−2 a

a b−2

)(
c1

c2

)
=

(−2

−2

)
· · · · · · (4.10)

従って, u(x)が唯一定まるための a, bに関する必要十分条件は,

det.

(
b−2 a

a b−2

)
6= 0 ⇐⇒ (b−2)2−a2 6= 0 · · · · · · (4.11)

このとき, (4.10)は c1, c2について一意に解け,

(
c1

c2

)
=

−2
(b−2)2−a2

(
b−2−a

−a+b−2

)
⇐⇒ c1 = c2 =

−2
a+b−2

· · · · · · (4.12)

以上より,

u(x) =
−2

a+b−2

(
sinx+cosx

) · · · · · · (4.13)
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