
ARISTOS

【12.1】

2次行列M , 正整数 nに対して,
M2 = α M (α 6= 0) · · · · · · (1.1)

が成り立つとき,
n

∑
k=1

(E+M)k · · · · · · (1.2)

を M , Eの 1次式で表せ.

【解答】

• Mがスカラー行列の場合; M = kEなる実数 kが存在して,

M2 = α M ⇐⇒ k2E = αkE ⇐⇒ k(k−α) = 0 ⇐⇒ k = 0 ∨ k = α

? k = 0の場合; M = Oより,
n

∑
k=1

(E+M)k =
n

∑
k=1

E = nE · · · · · · (1.3)

? k = α の場合; M = α Eより,

n

∑
k=1

(E+M)k =
n

∑
k=1

(1+α)k E = (1+α)
(1+α)n−1
(1+α)−1

E =
(1+α)n+1− (1+α)

α
E · · · · · · (1.4)

• Mがスカラー行列でない場合;

Hamilton-Cayleyの定理と (1.1)により,

trace.M = α ∧ det.M = 0 · · · · · · (1.5)

このとき, Mの固有方程式は λ 2−αλ = 0であり, 固有値 0, αを用いて,

α P+0·Q = M ∧ P+Q = E · · · · · · (1.6)

を満たす 2次行列 P, Qを定めれば,

P = α−1M ∧ Q = E−α−1M · · · · · · (1.7)

と表され,
PQ = QP = O ∧ Pn = P ∧ Qn = Q (n = 1, 2, 3, · · ·) · · · · · · (1.8)

を満たすので,
E+M = (α +1)P+Q ⇐⇒ (E+M)k = (α +1)k P+Q · · · · · · (1.9)

より,

n

∑
k=1

(E+M)k =
n

∑
k=1

(
(α +1)k P+Q

)
=

( n

∑
k=1

(α +1)k
)

P+nQ

=
(α +1)n+1− (α +1)

α
P+nQ =

(α +1)n+1− (α +1)
α

· 1
α

M +n

(
E− 1

α
M

)

=
(α +1)n+1− (α +1)−nα

α2 M +nE · · · · · · (1.10)

(1.10)において, M = Oとすれば (1.3)が得られ, M = α Eとすれば (1.4)が得られる.

即ち, 求めるべき結果は (1.10)である.
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【12.2】 (
2 1

a −2

)
=

(
x y

z w

)2

· · · · · · (2.1)

(1) 上の方程式が実数解 x, y, z, wを持つための aに関する必要十分条件を求めよ.

(2) (1)で求めた条件の下で, x, y, z, wをそれぞれ aの式で表せ.

【解答】 (
x y
z w

)
put
= X,

(
2 1
a −2

)
put
= M · · · · · · (2.2)

このとき, trace.M = 0であり, Hamilton-Cayleyの定理により,

M2 =−δ E
(
δ = det.M =−4−a

) · · · · · · (2.3)

(1) Xに Hamilton-Cayleyの定理を用いて,

X2 = τ X−δ ′E
(
τ = trace.X ∧ δ ′ = det.X

) · · · · · · (2.4)

(2.4)を (2.1)に代入して,

τ X−δ ′E = M ⇐⇒ X = α M +β E
(

α =
1
τ
∧ β =

δ ′

τ

)
· · · · · · (2.5)

ここで, τ = 0は Mの (1.2)成分に矛盾するので, τ 6= 0としてよい.

(2.5)を (2.1)に代入して,

(α M +β E)2 = M ⇐⇒ α2M2 +2αβ M +β 2E = M

⇐⇒ (2αβ −1)M = (δα2−β 2)E ⇐⇒ 2αβ −1 = 0 ∧ δα2−β 2 = 0 · · · · · · (2.6)

(2.6)より βを消去して,
4α4δ = 1 · · · · · · (2.7)

(2.7)が実数解 αを持つためには, δ > 0であることが必要なので,

(δ =) −a−4 > 0 ⇐⇒ a <−4 · · · · · · (2.8)

このとき,

α =± 1
4
√

4δ
∧ β =± 4

√
δ
4
∧ δ =−a−4 (複号同順) · · · · · · (2.9)

として (2.5)を満たす Xが存在するので, 求めるべき必要十分条件は (2.8)である.

(2) (2.9)を (2.5)に代入して,

X =± 1
4
√

4δ

(
2 1

a −2

)
±

4
√

4δ
2

(
1 0

0 1

) (
δ =−a−4;複号同順

) · · · · · · (2.10)

(2.10)の右辺を整理して,

X =± 1
2b

(
b2 +4 2

2a b2−4

) (
b = 4

√
4(−a−4)

)
· · · · · · (2.11)
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【12.3】

2次行列

M =
(

a b

−b c

)
· · · · · · (3.1)

に対して,
trace.M = trace.M2 =−1 · · · · · · (3.2)

とするとき,

(M +E)4
(

x
y

)
=

(
b
−a

)
· · · · · · (3.3)

を満たす (x, y)を求めよ.

【解答】

(3.1)の両辺を 2乗して,

M2 =
(

a2−b2 b(a+c)
−b(a+c) c2−b2

)
· · · · · · (3.4)

(3.1), (3.2), (3.4)により,
a+c =−1 ∧ a2 +c2−2b2 =−1 · · · · · · (3.5)

(3.5)を整理して,

−1 = a2 +c2−2b2 = (a+c)2−2ac−2b2 = 1−2ac−2b2 ∴ ac+b2 = 1 · · · · · · (3.6)

更に, det.M = ac+b2であるから,
det.M = 1

(
∵ (3.6)

) · · · · · · (3.7)

(3.2), (3.7)により, Hamilton-Cayleyの定理を用いて,

M2 +M +E = O · · · · · · (3.8)

このとき,

M2 =−M −E ⇐⇒ M3 =−M2−M =−(−M −E)−M = E ⇐⇒ M3 = E · · · · · · (3.9)

であるから,

(M +E)4 = (−M2)4 = M8 = M2 =−M −E ∴ (M +E)4 =−M −E · · · · · · (3.10)

更に, (3.8)により,
M(−M −E) = E ⇐⇒ (−M −E)−1 = M · · · · · · (3.11)

従って,

(M +E)4
(

x
y

)
=

(
b
−a

)
⇐⇒ (−M −E)

(
x
y

)
=

(
b
−a

) (
∵ (3.10)

)

⇐⇒ (−M −E)−1× (−M −E)
(

x
y

)
= M

(
b
−a

) (
∵ (3.11)

)

⇐⇒
(

x
y

)
=

(
a b

−b c

)(
b
−a

)
=

(
ab−ab
−b2−ac

)
=

(
0
−1

)

即ち,
(x, y) = (0, −1) · · · · · · (3.12)
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【12.4】

3次行列 A, Bを次のように定義する.

A =




1 0 0
0 1 0
0 2 −1


, B =




1 0 0
0 1 0
0 2 0


 · · · · · · (4.1)

また, 3次行列の列 {Mn}を次の式で定義する.

M1 = E, M2 = A +B, Mn+2 = (A +B)Mn+1−BA ·Mn (n = 1, 2, 3, · · ·) · · · · · · (4.2)

(1) An, Bn, ABを求めよ. (2) Mn+1−AM nを求めよ. (3) Mnを求めよ.

ただし, nを正の整数とする.

【解答】

(1) (4.1)により,

A2 =




1 0 0
0 1 0
0 2 −1






1 0 0
0 1 0
0 2 −1


=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


= E · · · · · · (4.3)

更に,

B2 =




1 0 0
0 1 0
0 2 0






1 0 0
0 1 0
0 2 0


=




1 0 0
0 1 0
0 2 0


= B · · · · · · (4.4)

更に,

AB =




1 0 0
0 1 0
0 2 −1






1 0 0
0 1 0
0 2 0


=




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 · · · · · · (4.5)

(4.3), (4.4), (4.5)により,

An =

{
A (n : odd)

E (n : even)
, Bn = B (n :正整数), AB =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 · · · · · · (4.6)

(2) (4.2)により,

Mn+2−AM n+1 = B(Mn+1−AM n)

= B2(Mn−AM n−1) = · · ·= Bn(M2−AM 1)

= Bn(A +B−A ·E) = Bn+1 (n = 0, 1, 2,, · · ·) · · · · · · (4.7)

(4.6), (4.7)により,
Mn+1−AM n = B (n = 1, 2, 3,, · · ·) · · · · · · (4.8)
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(3) (4.8)を繰り返し用いて,
Mn+1−AM n = B

AM n−A2Mn−1 = AB

A2Mn−1−A3Mn−2 = A2B
...

An−1M2−AnM1 = An−1B





· · · · · · (4.9)

(4.9)の辺々を加えて,
Mn+1−AnM1 = (E+A +A2 + · · ·+An−1)B · · · · · · (4.10)

(4.10), (4.8)の辺々を引いて,
AM n−An = (A +A2 + · · ·+An−1)B · · · · · · (4.11)

(4.11)の両辺に左から Aを乗じて,

Mn = An+1 +(A2 +A3 + · · ·+An)B · · · · · · (4.12)

• n = 2m(m= 1, 2, · · ·)の場合;

M2m = A +
(
mE+(m−1)A

)
B

⇐⇒ M2m =




1 0 0
0 1 0
0 2 −1


+m




1 0 0
0 1 0
0 2 0


+(m−1)




1 0 0
0 1 0
0 0 0




⇐⇒ M2m =




2m 0 0
0 2m 0
0 2m+2 −1


 · · · · · · (4.13)

• n = 2m−1 (m= 1, 2, · · ·)の場合;

M2m−1 = E+(m−1)
(
E+A

)
B

⇐⇒ M2m−1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


+(m−1)




1 0 0
0 1 0
0 2 0


+(m−1)




1 0 0
0 1 0
0 0 0




⇐⇒ M2m−1 =




2m−1 0 0
0 2m−1 0
0 2m−2 1


 · · · · · · (4.14)

(4.13), (4.14)により,

Mn =




n 0 0
0 n 0
0 n+2 −1


 (n : even), Mn =




n 0 0
0 n 0
0 n−1 1


 (n : odd) · · · · · · (4.15)
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