
ARISTOS

【16.1】

M =
(

2a−1 a−1

2a+1 1

)
の表す 1次変換による不動直線の個数を aの値で分類して調べよ.

また, それぞれの aの値に対応する不動直線の方程式を求めよ.

【解答】

表現行列Mに対して.

trace.M = 2a, det.M = 2a−1− (2a2−a−1) =−2a2 +3a · · · · · · (1.1)

まず, 変換が非正則 (det.M = 0)となる場合を考える.

• a = 0の場合;

M =
(−1 −1

1 1

)
· · · · · · (1.2)

このとき, 不動直線は y =−xの 1本のみ.

• a =
3
2
の場合;

M =
(

2 1/2

4 1

)
· · · · · · (1.3)

このとき, 不動直線は y = 2xの 1本のみ.

以下, 正則変換 (det.M 6= 0)の場合を議論する.

Mの固有方程式を考えて,
λ 2−2aλ +(−2a2 +3a) = 0 · · · · · · (1.4)

(1.4)の判別式を Dとして,
D/4 = a2 +2a2−3a = 3a(a−1) · · · · · · (1.5)

(1.5)の符号によって固有ベクトルの個数を分類すると,




a < 0 ∨ 1 < a · · · · · · 2個

a = 0 ∨ a = 1 · · · · · · 1個

0 < a < 1 · · · · · · 0個

· · · · · · (1.6)

• 0 < a < 1の場合; 固有ベクトルは存在せず, 不動直線も存在しない.

• a = 1の場合;

まず, x = c型の不動直線を調べる.
(

1 0

3 1

)(
c
t

)
=

(
c

3c+ t

)
(−∞ < t < ∞) · · · · · · (1.7)

即ち, x = c (∀c)はすべて不動直線であり, 不動直線は無数に存在する.

次に, y = mx+n型の不動直線を調べる.
(

1 0

3 1

)(
t

mt+n

)
=

(
t

(m+3)t +n

)
(−∞ < t < ∞) · · · · · · (1.8)

より, (1.8)が直線 y = mx+n上にあるとして,

(m+3) t +n = mt+n ⇐⇒ t = 0 · · · · · · (1.9)

(1.9)は tの任意性に反するので, y = mx+n型の不動直線は存在しない.
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• a < 0, 1 < a <
3
2
,

3
2

< aの場合;

まず, x = c型の不動直線を調べる.
(

2a−1 a−1

2a+1 1

)(
c
t

)
=

(
(2a−1)c+(a−1) t

(2a+1)c+ t

)
(−∞ < t < ∞) · · · · · · (1.10)

より, (1.10)の x座標は cに固定されないので, x = c型の不動直線は存在しない.

次に, y = mx+n型の不動直線を調べる.

(
2a−1 a−1

2a+1 1

)(
t

mt+n

)
=

(
(2a−1) t +(a−1)mt+(a−1)n

(2a+1) t +mt+n

)
(−∞ < t < ∞) · · · · · · (1.11)

より, (1.11)が直線 y = mx+n上にあるとして,

(2a+1) t +mt+n = m
(
(2a−1) t +(a−1)mt+(a−1)n

)
+n (∀ t)

⇐⇒ (
(a−1)m2 +2(a−1)m− (2a+1)

)
t +(a−1)mn= 0 (∀ t)

⇐⇒ (a−1)m2 +2(a−1)m− (2a+1) = 0 ∧ mn= 0 · · · · · · (1.12)

(1.12)において m= 0とすると, a =−1
2
が導かれるので, これを (1.12)に戻して,

−3
2

m2−3m= 0 ⇐⇒ m= 0 ∨ m=−2 · · · · · · (1.13)

即ち, 



a =−1
2

· · · y = n (∀n) ∨ y =−2x

a 6=−1
2

· · · y =
−(a−1)±

√
3a(a−1)

a−1
x

· · · · · · (1.14)

以上より,




a = 0 · · · · · · y =−x (1本)

a =
3
2

· · · · · · y = 2x (1本)

a = 1 · · · · · · x = c (∀c) (無数)

a =−1
2

· · · · · · y = c (∀c), y =−2x (無数)

a <−1
2
∨ −1

2
< a < 0 ∨ 1 < a <

3
2
∨ 3

2
< a · · · · · · y =

−(a−1)±
√

3a(a−1)
a−1

x (2本)

0 < a < 1 · · · · · · 存在せず (0本)
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【16.2】

平面上の 1次変換を Tとする. 原点以外のある点 Pが Tによって P自身に移されるとき,

原点を通らない直線 gで, g上のどの点も g上に移されるような直線が存在することを示せ.

【解答】 –表現行列 –

Tの表現行列を

M =
(

a b

c d

)
· · · · · · (2.1)

と表すとき, 題意の条件 (原点以外の不動点の存在)は,

Mv = v ∧ v 6= 0 ⇐⇒ (
M −E

)
v = 0 ∧ v 6= 0

⇐⇒ det.
(
M −E

)
= 0 ⇐⇒ (a−1)(d−1)−bc= 0

⇐⇒ det.M − trace.M +1 = 0 · · · · · · (2.2)

と同値である. ここで, v =
−→
OP, 0 =

−→
0 と表した.

また, 題意の不変直線 gを
g : mx+ny+1 = 0

(
(m, n) 6= (0, 0)

) · · · · · · (2.3)

と表せば, g上の任意の点 (x0, y0)の像が g上に存在する条件は,

m(ax0 +by0)+n(cx0 +dy0)+1 = 0 ⇐⇒ (ma+nc)x0 +(mb+nd)y0 +1 = 0 · · · · · · (2.4)

即ち, g上の任意の点 (x0, y0)が直線

(ma+nc)x+(mb+nd)y+1 = 0
(
(ma+nc, mb+nd) 6= (0, 0)

) · · · · · · (2.5)

上に存在することと同値である.

題意より, (2.5)は (2.3)の部分集合であり, 両者は直線として一致するので,

(ma+nc, mb+nd) = (m, n) ∧ (m, n) 6= (0, 0)

⇐⇒
(

a−1 c

b d−1

)(
m
n

)
=

(
0
0

)
∧

(
m
n

)
6=

(
0
0

)
⇐⇒ det.

(
a−1 c

b d−1

)
= 0

⇐⇒ (a−1)(d−1)−bc= 0 ⇐⇒ det.M − trace.M +1 = 0 · · · · · · (2.6)

(2.6), (2.2)により,

原点以外の不動点の存在は, 原点不通過不変直線の存在と同値である · · · · · · (2.7)

即ち, 題意は示された.

[Note] (2.2), (2.6)により, Mの固有方程式 ·固有値に関して,

λ 2− (trace.M)λ +det.M = 0 ⇐⇒ λ 2− (det.M +1)λ +det.M = 0 ⇐⇒ λ = 1 ∨ λ = det.M

即ち, 固有値 1の存在と原点以外の不動点の存在が必要十分な関係になっている.

更に, 正則性 : det.M 6= 0を追加すれば, (2.7)の不変直線を不動直線に置き換えてよい.
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【別解】 –線型性 –

Tの不動点を Pとする. 即ち,
T(
−→
OP) =

−→
OP ⇐⇒ T(−→p ) =−→p · · · · · · (2.1)

このとき, 直線 OP上にない点 Qに対して,

T(
−−→
OQ) = m

−→
OP+n

−−→
OQ ⇐⇒ T(−→q ) = m−→p +n−→q · · · · · · (2.2)

を満たす実数m, nが存在する.
(
∵ −→p , −→qの一次独立性)

(2.2)において, n = 1の場合,

T(−→q + t−→p ) = T(−→q )+ t T(−→p ) =−→q +(m+ t)T(−→p ) =−→q +s−→p (s= m+ t) · · · · · · (2.2)

即ち, Qを通り, −→pを方向ベクトルとする直線を gとすれば, 題意 (原点不通過不変直線の存在)は成立.

(2.2)において, n 6= 1の場合,

Qを通り, −→pに平行な直線 g′上に点 R 6= Qをとれば,

−→
QR//−→p ⇐⇒ −→

OR−−−→OQ = t−→p (t :実数) ⇐⇒ −→r =−→q + t−→p (t :実数) · · · · · · (2.3)

このとき,
T(−→r ) = T(−→q + t−→p ) = n−→q +(m+ t)−→p (

∵ (2.2)
) · · · · · · (2.4)

ここで,
m+ t = nt ⇐⇒ t =

m
n−1

(
∵ n 6= 1

) · · · · · · (2.5)

を満たす実数 tにより,
T(−→r ) = n−→q +nt−→p = n

(−→q + t−→p )
= n−→r · · · · · · (2.6)

即ち, Pを通り, −→r に平行な直線を gとすれば題意は成立. 即ち,

T(−→p + t−→r ) =−→p + t T(−→r ) =−→p +nt−→r =−→p +s−→r (s= nt) · · · · · · (2.7)

Q

O

P

R
g : n = 1

g : n ��1

[Note]

不動点 P 6= Oの存在から原点不通過不変直線 gの存在を導いたが, 逆の命題も成り立つ. 即ち,

「不動点 P 6= Oの存在と原点不通過不変直線 gの存在は同値である」

この事実は重要であり, 入試において頻出なので記憶に価する.
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【逆命題の証明】

不変直線 gの方向ベクトルを −→v 6=−→
0 と表せば,

T(−→v ) = λ−→v (λ 6= 0) · · · · · · (2.8)

(2.8)において, λ = 1の場合,
−→v =

−→
OP (P 6= O) · · · · · · (2.9)

として, 原点以外の不動点 Pが存在する.

(2.8)において, λ 6= 1の場合, g上の点 Qに対して,

T(
−−→
OQ) =

−−→
OQ′ · · · · · · (2.10)

を満たす点 Q′も g上にあるので,
(
∵ g :不変直線

)

−−→
OQ′ =

−−→
OQ+ µ−→v (µ :実数) · · · · · · (2.11)

(2.11)において, µ = 0の場合, 不動点 P= Qが存在する.

(2.11)において, µ 6= 0の場合, 即ち,

−−→
OQ′ =

−−→
OQ+ µ−→v (µ 6= 0) · · · · · · (2.12)

このとき, g上の点 R 6= Qに対して, −→
OR =

−−→
OQ+ τ−→v (τ 6= 0) · · · · · · (2.13)

と表せるので,
(
∵ g :不変直線

)

(2.10), (2.12), (2.13)により,

T(
−→
OR) = T(

−−→
OQ)+ τ T(−→v ) =

−−→
OQ+ µ−→v + τλ−→v =

−−→
OQ+(µ + τλ )−→v · · · · · · (2.14)

(2.14)において,

µ + τλ = τ ⇐⇒ τ =
µ

1−λ
(
∵ λ 6= 1, µ 6= 0

) · · · · · · (2.15)

なる τ 6= 0を選べば, (2.14), (2.15)により,

T(
−→
OR) =

−−→
OQ+(µ + τλ )−→v =

−−→
OQ+ τ−→v =

−→
OR (τ 6= 0) · · · · · · (2.16)

即ち, 不動点 P= Rが存在する.

以上により, 不変直線 gの存在から不動点 Pの存在が導けた.

O

g

P : λ = 1

Q = P : µ = 0, λ ��1

v

R = P : µ��0, λ ��1

v

R

Q
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【16.3】

曲線 (
10+3

√
3
)
x2 +6xy+

(
10−3

√
3
)
y2 = 16 · · · · · · (3.1)

は楕円を表すことを示せ. また, その焦点の座標を求めよ.

【解答】

(3.1)の表現行列は,

M =

(
10+3

√
3 3

3 10−3
√

3

)
· · · · · · (3.2)

このとき, trace.M = 20, det.M = 64であるから, Mの固有方程式と固有値は,

λ 2−20λ +64= 0 ⇐⇒ λ1 = 16, λ2 = 4 · · · · · · (3.3)

λ1, λ2に対応する固有ベクトルは,

−→v1 =
(

1
2−√3

)
, −→v2 =

(−2+
√

3
1

)
· · · · · · (3.4)

(3.4)により, 正規直交行列 Pを

P =
1√

2
(√

3−1
)
(

1 −2+
√

3

2−√3 1

)
· · · · · · (3.5)

と定めれば, tX = (x y)を用いて,

(
10+3

√
3
)
x2 +6xy+

(
10−3

√
3
)
y2 = 16

⇐⇒ tXMX = 16 ⇐⇒ tX′(P−1MP
)
X′ = 16 ∧ X = PX′

⇐⇒ (x′ y′)
(

16 0

0 4

)(
x′

y′

)
= 16 ⇐⇒ (x′)2 +

(y′)2

4
= 1 · · · · · · (3.6)

(3.6)の焦点
(
0, ±√3

)
より, (3.1)の焦点の座標は

1√
2
(√

3−1
)
(

1 −2+
√

3

2−√3 1

)(
0

±√3

)
=

±√3√
2
(√

3−1
)
(−2+

√
3

1

)

⇐⇒
(
±−3+

√
3

2
√

2
, ±3+

√
3

2
√

2

)
(複号同順) · · · · · · (3.7)

x

F2

F1

y

π/12

F2'

F1'
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【16.4】

媒介変数 tによって表示される曲線

C : x = 2t + t2, y = t +2t2 (−∞ < t < ∞) · · · · · · (4.1)

が放物線であることを示し, その頂点の座標, 焦点の座標, 準線の方程式を求めよ.

【解答】

(4.1)から tを消去する.

(
x
y

)
=

(
2 1

1 2

)(
t
t2

)
⇐⇒

(
t
t2

)
=

1
3

(
2 −1

−1 2

)(
x
y

)
· · · · · · (4.2)

(4.2)により,
−x+2y

3
= t2 =

(
2x−y

3

)2

⇐⇒ 4x2−4xy+y2 +3x−6y = 0 · · · · · · (4.3)

(4.3)により,

M =
(

4 −2

−2 1

)
, X =

(
x
y

)
, N =

(
3
−6

)
· · · · · · (4.4)

を用いて,
4x2−4xy+y2 +3x−6y = 0 ⇐⇒ tXMX + tNX = 0 · · · · · · (4.5)

更に, trace.M = 5, det.M = 0より, Mの固有値は,

λ 2−5λ = 0 ⇐⇒ λ1 = 5, λ2 = 0 · · · · · · (4.6)

λ1, λ2に対応する固有ベクトルは,
−→v1 =

(
2
−1

)
, −→v2 =

(
1
2

)
· · · · · · (4.7)

このとき, Mを標準化する回転行列 Pを

P =
1√
5

(
2 1

−1 2

)
· · · · · · (4.8)

と定め, X = PX′によって (4.1)を書き換えると,

4x2−4xy+y2 +3x−6y = 0 ⇐⇒ tX′(P−1MP
)
X′+ tNPX′ = 0

⇐⇒ (x′ y′)
(

5 0

0 0

)(
x′

y′

)
+(3 −6)

1√
5

(
2 1

−1 2

)(
x′

y′

)
= 0

⇐⇒ y′ =
5
√

5
9

(x′)2 +
4
3

x′ · · · · · · (4.9)

(4.9)を同値変形して, (
x′+

6

5
√

5

)2

= 4× 9

20
√

5

(
y′+

4

5
√

5

)
· · · · · · (4.10)

(4.10)の頂点の座標, 焦点の座標, 準線の方程式は,
(
− 6

5
√

5
, − 4

5
√

5

)
,

(
− 6

5
√

5
, − 7

20
√

5

)
, y′ =− 5

4
√

5
· · · · · · (4.11)
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(4.11)を Pで回転して,





1√
5

(
2 1

−1 2

)
× −2

5
√

5

(
3
2

)
=− 2

25

(
8
1

)
· · · · · ·(4.12)

1√
5

(
2 1

−1 2

)
× −1

20
√

5

(
24
7

)
=− 1

20

(
11
−2

)
· · · · · ·(4.13)

1√
5

(
2 1

−1 2

)
× −5

4
√

5

(
t
1

)
=−1

4

(
2t +1
−t +2

)
(∀ t) · · · · · ·(4.14)

(4.12), (4.13), (4.14)により,
(
−16

25
, − 2

25

)
,

(
−11

20
,

1
10

)
, y =−1

2
x− 5

8
· · · · · · (4.15)

以上より, Cは (4.3)で定義される放物線であり,

その頂点の座標, 焦点の座標, 準線の方程式は (4.15)で与えられる.

y

x
F(−11/ 20, 1/ 10)

4x + 8y + 5 = 0

4x2
 − 4xy + y2

 + 3x − 6y = 0

(−16/ 25, −2/ 25)
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