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[1] 基本公式
d
dx

(xα) = αxα−1 (α ∈ R)

[2] 積の微分
d
dx

(u(x)v(x)) =
du
dx

v(x)+u(x)
dv
dx

⇐⇒ (uv)′ = u′v+uv′

[3] 商の微分

d
dx

u(x)
v(x)

=

du
dx

v(x)−u(x)
dv
dx

{v(x)}2 ⇐⇒
(u

v

)′
=

u′v−uv′

v2

[4] 合成関数の微分

d
dx

u(v(x)) =
du
dv
×dv

dx
,

d
dx

u(v(w(x))) =
du
dv
× dv

dw
×dw

dx
, · · · · · ·

【1.1】 –分数関数の微分 –

(1)
x+1
x−1

(2)
x2 +1
x−1

(3)
x

(x+1)2 (4)
1+x2

1−x2

(5)
4x+3

x2−x+1
(6)

(x2−1)2

x2 +1
(7)

(
x

x2 +1

)3

【1.2】 –無理関数の微分 –

(1)
√

x(x−1) (2)
√

1−x2 (3)
1√

1−x
(4)

1

x+
√

1+x2

(5)

√
1−x
1+x

(6)

√
1+x2 +

√
1−x2

√
1+x2−

√
1−x2

(7) 3
√

x3−x2
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[5] 三角関数の微分

d
dx

(sinx) = cosx
d
dx

(cosx) =−sinx
d
dx

(tanx) =
1

cos2x

[6] 指数関数の微分

d
dx

(ex) = ex (e= 2.71828· · ·) d
dx

(ax) = logea×ax (a > 0 ∧ a 6= 1)

[7] 対数関数の微分

d
dx

(logex) =
1
x

(x > 0)
d
dx

(logax) =
1

logea×x
(a > 0 ∧ a 6= 1)

【1.3】 –三角関数の微分 –

(1) sin 2x (2) sinx cosx (3) sin(π−x) (4) tanx (5) tan
(π

2
−x

)

【1.4】 –三角関数 (合成関数)の微分 –

(1) sin3x (2) x sinx (3) πx2 sinπx2 (4)
cosx

1+sinx
(5)

sinx−cosx
sinx+cosx

(6)
1√

tanx
(7) tan2x (8)

(
tanx+

1
tanx

)2

【1.5】 –指数関数 (合成関数)の微分 –

(1) e−3x+2 (2) e
1
2x (3) e−x (4) e−x2

(5) e
1
x

【1.6】 –指数関数を含む微分 –

(1) ex sinx (2) e−x cosx (3)
e−x

x
(4)

ex−e−x

ex +e−x

【1.7】 –対数関数の微分 –

(1) log |x| (2) log 2x (3) log x2 (4) x log x (5) log10x

【1.8】 –対数関数 (合成関数)の微分 –

(1) log(x2 +1) (2) (log x)3 (3) log
1−x
1+x

(4) log | cosx| (5) log | sinx|

【1.9】 –複雑な対数関数の微分 –

(1)
x

log x
(2) log10 | log10 x| (3)

√
x log x (4)

log
√

x
x

(5) log(x+
√

1+x2) (6) log tan
x
2
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[8] 陰関数の微分

xの関数 yに対して, yの関数 u(y)を xで微分すると,

d
dx

(u(y)) =
du
dy
×dy

dx

[9] 媒介変数関数の微分
{

x = x(t)
y = y(t)

のとき,
dy
dx

=
dy/dt
dx/dt

,
d2y
dx2 =

d
dt

(
dy/dt
dx/dt

)
× dt

dx

[10] 逆関数の微分

関数 y = u(x)の逆関数 x = u−1(y)に対して,

d
dy

u−1(y)× d
dx

u(x) = 1 ⇐⇒ dx
dy
×dy

dx
= 1

【1.10】 –陰関数の微分 –

(1) x2 +y2 = r2 (r > 0) (2) xy= k (3)
√

x+
√

y =
√

a (a > 0) (4) Ax2 +Bxy+Cy2 +D = 0

【1.11】 –対数微分法 –

(1) xx (x > 0) (2) xlog x (x > 0) (3) x
1
x (x > 0) (4) (log x)sinx (x > 1)

【1.12】 –対数微分法の利用 –

(1) 3
√

x 5
√

1−x (2)
(x+1)3

(x2 +1)(x−1)
(3)

x(1+x2)√
1−x2

(4)

√
(x−1)(x+3)

(x+1)3

【1.13】 –媒介変数関数の微分 –

(1) 双曲線の媒介変数表示

x =
1+ t2

1− t2 , y =
2t

1− t2 (t 6=±1)

に対して,
dy
dx
を求めよ.

(2) 楕円の媒介変数表示

x =
a(1− t2)

1+ t2 , y =
2bt

1+ t2 (a > 0 ∧ b > 0)

に対して,
dy
dx
を求めよ.

(3) 媒介変数関数 {
x = 3cost +cos 3t

y = 3sint−sin 3t
(asteroid曲線)

に対して,
dy
dx

,
d2y
dx2 を求めよ.

(4) 媒介変数関数 {
x = r(t−sin t)
y = r(1−cost)

(r > 0) (cycloid曲線)

に対して,
dy
dx

,
d2y
dx2 を求めよ.
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[1] 基本公式 ∫
xα dx =

1
α +1

xα+1 +C (α ∈ R ∧ α 6=−1)

[2] (基本的)置換積分

∫
u(x) dx = U(x)+C =⇒

∫
u(ax+b) dx =

1
a

U(ax+b)+C (a 6= 0)

[3] 分数関数の積分 ∫
1
x

dx = log |x|+C

[4] 三角関数の積分
∫

sinx dx =−cosx+C
∫

cosx dx = sinx+C
∫

tanx dx =− log | cosx|+C

[5] 指数関数の積分
∫

ex dx = ex +C (e= 2.71828· · ·)
∫

ax dx =
1

log a
ax +C (a > 0 ∧ a 6= 1)

[Note] Cはすべて積分定数. また, 省略された底は自然底 e.

【2.1】 –置換積分 –

(1) (2−3x)3 (2)
1

(1−2x)2 (3)
√

(2−3x)3 (4) sin
(
−2x+

π
4

)
(5) a−2x+1 (a > 0 ∧ a 6= 1)

【2.2】 –積和公式 –

(1) sin 2x cos 3x (2) cos 2x cos 3x (3) sinmxsinnx (m, n :整数(6= 0))

【2.3】 –次数を下げる –

(1) sin2x (2) sin3x (3) sin4x (4) cos22x (5) cos33x (6) cos4nx (n 6= 0)
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[6] 部分積分法 ∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u(x)v′(x) dx

[7] 対数関数の積分
∫

log x dx = x log x−x+C
∫

loga x dx =
1

log a
(x log x−x)+C (a > 0 ∧ a 6= 1)

[Note] Cはすべて積分定数. また, 省略された底は自然底 e.

【2.4】 –部分積分法 –

(1) x sinx (2) x2 cos 2x (3)
x

cos2x
(4) x tan2x (5) xe−2x (6) x2e−x (7) x3e−2x

【2.5】 –部分積分から方程式を導く –

(1) ex sinx (2) e−x cosx (3) {e−x sinx}′, {e−x cosx}′ を利用して, e−x cosxの原始関数を求めよ.

【2.6】 –部分積分法 –

(1) log x (2) x log x (3)
√

x log x (4) (log x)2 (5) x2 (log x)2 (6)
1− log x

x2

【2.7】 –部分積分から漸化式を導く –

整数 n≥ 0に対して,

In =
∫

sinn x dx (n = 0, 1, 2, · · ·)

と定めるとき, 漸化式

In+2 =− 1
n+2

sinn+1x ·cosx+
n+1
n+2

In (n = 0, 1, 2, · · ·)

を導き, I4, I5, I6を求めよ.
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[8] 置換積分法 ∫
u(v(x))v′(x) dx =

∫
u(τ) dτ (τ = v(x))

[9]分数関数の置換積分 ∫
u′(x)
u(x)

dx = log |u(x)|+C

[10] 指数関数の置換積分 ∫
u(ex) dx =⇒ ex = τと置換

[11] 対数関数の置換積分 ∫
u(log x)

1
x

dx =⇒ log x = τと置換

[12]三角関数の置換積分
∫

u(sinx) cosx dx =⇒ sinx= τ
∫

u(cosx) sinx dx =⇒ cosx= τ
∫

u(tanx)
1

cos2x
dx =⇒ tanx= τ

【2.8】 –分数関数の置換積分 –

(1)
3x+1

3x2 +2x+1
(2)

x2 +2x
x3 +3x2 +1

(3) tanx =
sinx
cosx

(4)
ex−e−x

ex +e−x (5)
e−x

e−x +1
(6)

1
x log,x

【2.9】 –部分分数分解 –

(1)
1

3x2−4x+1
(2)

x−5
(x+1)(x+2)

(3)
x2−2x+3

(x+1)(x2 +1)
(4)

x+3
x(x−1)2

【2.10】 –指数 ·対数関数の置換積分 –

(1)
1

ex +2
(2)

e3x

(ex +1)2 (3)
e3x

√
ex +1

(4)

√
log x
x

(5)
log x

x(log x+1)2

【2.11】 –三角関数の置換積分 –

(1) sinx cos3x (2) (cosx+sin2x)sinx (3)
sinx cosx
1+sinx

(4)
tan2x
cos2x

【2.12】 –三角関数の置換積分 –

(1) tanx (2) tan2x (3) tan3x (4) tan4x

【2.13】 –一般の置換積分 –

(1) x(x2 +1)3 (2) (2x+1)(x2 +x−5)2 (2)′ x(2x−1)4

(3)
x

(x+2)2 (4)
x−1

(3x−1)2 (5)
x2

(x−1)3 (5)′
x

(x−1)(x+1)

(6) x
√

x2 +3 (7) x2
√

x3−2 (7)′ (x+2)
√

x−1 (7)′′ x2
√

x+1

(8)
x√

x2 +3
(8)′

x√
2x+1

(8)′′
x+1

x
√

2x+1
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[13] 特殊な置換積分

tan
x
2

= t なる置換により,

sinx =
2t

1+ t2 , cosx =
1− t2

1+ t2 , tanx =
2t

1− t2 (t 6=±1)

と変形できるので, 有理型関数の積分に帰着される.

[14] 特殊な置換積分

∫
u(

√
a2−x2) dx =⇒ x = a sinθ

∫
u

(
1

x2 +a2

)
dx =⇒ x = a tanθ

【2.14】

(1) tan
x
2

= t と置換するとき,

sinx =
2t

1+ t2 , cosx =
1− t2

1+ t2 ,
dx
dt

=
2

1+ t2

となることを示せ.

(2) (1)を利用して, 次の不定積分を計算せよ.
∫

1
sinx

dx,
∫

1
cosx

dx

【2.15】 –置換積分から漸化式を導く –

nを正整数とする.

In =
∫

tannx dx (n = 1, 2, 3, · · ·)

と置くとき, 漸化式

In+2 =
1

n+1
tann+1x− In (n = 3, 4, 5, · · ·)

を導き, I4, I5, I6を求めよ.

【2.16】 –特殊な置換積分 –

(1)
∫ 3

0

√
9−x2 dx (1)′

∫ 3

0
x
√

9−x2 dx (2)
∫ 1

0

1√
4−x2

dx (2)′
∫ 1

0

x√
4−x2

dx

【2.17】 –特殊な置換積分 –

(1)
∫ 1

0
x2

√
4−x2 dx (2)

∫ 1

0

x2
√

2−x2
dx (3)

∫ 2

1

√
2x−x2 dx (4)

∫ 3

1

1√
4x−x2

dx
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【2.18】 –特殊な置換積分 –

(1)
∫ √

3

0

1
3+x2 dx (1)′

∫ √
3

0

2x
3+x2 dx

(2)
∫ 1

0

1√
(x2 +1)5

dx (3)
∫ 4

1

x+1
x2−2x+4

dx (4)
∫ √

3

1

x3 +x+1
x2(x2 +1)

dx

【2.19】

部分積分と置換積分を用いて, ∫ 1

0
log(x+

√
x2 +1) dx

を計算せよ.

【2.20】 – Beta関数 –

p≥ 0, q≥ 0に対して,

B(p, q) =
∫ 1

0
xp(1−x)q dx

を定めるとき, 次の各問いに答えよ.

(1) B(p, q) = B(q, p)を示せ.

(2) B(p, q) =
q

p+1
B(p+1, q−1)を示せ.

(3) 正整数 n, mに対して, B(n, m)を求めよ.

(4) 正整数 n, mに対して, 以下の等式を示せ.

∫ b

a
(x−a)n(x−b)mdx =

(−1)mm! n!
(n+m+1)!

(b−a)n+m+1
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変数分離型の微分方程式

変数分離型の微分方程式
dy
dx

= u(x)v(y) · · · · · · (1)

において, 関数 u, vは連続, vは恒等的に 0でないとする.

このとき, 等式 ∫
{v(y)}−1dy =

∫
u(x) dx · · · · · · (2)

が, ある区間 (a, b)において連続な導関数を持つ xの関数 y = f(x)を定めるとき,

関数 y = f(x)は (a, b)において (1)の解である. これを微分方程式 (1)の一般解という.

初期値問題

微分方程式と初期条件 



dy
dx

= u(x)v(y) · · · · · ·(3)

(x, y) = (x0, y0) · · · · · ·(4)

に対して, 等式 ∫ y

y0

{v(y)}−1dy =
∫ x

x0

u(x) dx · · · · · · (5)

が, x = x0を含むある区間で連続な導関数を持つ xの関数 y = f(x)を定めるとき,

関数 y = f(x)はこの初期値問題の解である. これを微分方程式 (3)∧ (4)の特殊解という.

【3.1】 –変数分離型の一般解 –

(1)
dy
dx

= ex+y (2)
dy
dx

= xy (3)
dy
dx

=
y
x

(4)
dy
dx

= y2−y (5)
dy
dx

= cos2y (6)
dy
dx

= cosx ·y

【3.2】 –変数分離型の初期値問題 –

(1)





dy
dx

= ex+y

(x, y) = (0, 1)
(2)





dy
dx

= xy

(x, y) = (0, 1)
(3)





dy
dx

=
y
x

(x, y) = (1, 1)
(4)





dy
dx

=
1+y

x(1+x)
(x, y) = (1, 1)

(5)





dy
dx

= 2−5y−3y2

(x, y) = (0, 0)
(6)





dy
dx

=−2xy3

(x, y) = (0, 1)
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【3.3】 –変数分離型の応用 –

微分方程式
dy
dx

=
xy+y2

x2 (y 6≡ 0)

に対して, 変換 y(x) = xu(x)を用いて, その一般解を求めよ.

【3.4】 –変数分離型の応用 –

微分方程式
dy
dx

= (x+y)2

に対して, 変換 x+y(x) = u(x)を用いて, その一般解を求めよ.

【3.5】

適当な変換を用いて, 次の各微分方程式の一般解を求めよ.

(1)
dy
dx

= (x−y)2 (2)
dy
dx

=
1−x−y

x+y
(3)

dy
dx

=
2y−x

x
(4)

dy
dx

=
y+x3

x
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積分方程式

• 定数型: 未知関数を含む積分項を

∫ b

a
(· · ·未知関数 · · ·) put

= C

と置き, 未知定数Cの方程式を導く.

• 微分型: 微分積分の基本定理
d
dx

∫ x

a
u(t) dt = u(x)

を用いて与式の積分形を解消し, 微分方程式の初期値問題に帰着させる.

【3.6】 93宮城教育大

関数 u(x)が等式

u(x)−
∫ 1

0
(12x2t +20xt2)u(t) dt = ex

を満たすとき, u(x)を求めよ.

【3.7】 91名古屋工大

関数列 {un(x)}∞
n=1が

u1(x) = x, un+1(x) = x+
1
2

∫ 1

0
e−x+yun(y) dy (n = 1, 2, 3, · · ·)

を満たすとき, lim
n→∞

un(x)を求めよ.

【3.8】 92千葉大

連続関数 {un(x)}∞
n=1は次の条件を満たす.





u3(0) = 1,
∫ π

0
u4(x) dx =−1

un+2(x) = cosx+
1
4

∫ π

0
(3un+1(y)−un(y)) siny dy (n = 1, 2, 3, · · ·)

このとき, lim
n→∞

un(0)の値を求めよ.
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【3.9】

任意の実数 xに対して,

u(x) = xex +
∫ x

0
u(t) sin(x− t) dt

を満たす連続関数 u(x)を求めよ.

【3.10】 93名古屋工大

任意の実数 xに対して, ∫ x

0
t u(x− t) dt =

∫ x

0
u(t) dt +sinx+cosx−x−1

を満たす連続関数 u(x)を求めよ.

【3.11】 91芝浦工大

関数 u(x)は連続な導関数を持ち, 更に次の等式を満たす.
∫ x

−x
(x+ t)u′(x− t)dt = u(2x)+2x

このとき, u(x)を求めよ.

【3.12】

関数列 {un(x)}∞
n=0を

u0(x) = 1, un+1(x) = 1−
∫ x

0
un(t) dt (n = 0, 1, 2, · · · ; x≥ 0)

によって定義する. また, 積分方程式

u(x) = 1−
∫ x

0
u(t) dt

を満たす関数 u(x)を考える.

(1) u(x)を求めよ. (2) un(x)を求めよ.

(3) x≥ 0のとき,

|u(x)−un(x)| ≤ xn+1

(n+1)!
(n = 1, 2, 3, · · ·)

が成り立つことを示せ.

[Note] (3)の不等式において, n→ ∞とすれば,

lim
n→∞

un(x) = u(x)(= ex)

即ち, exの級数展開 (Taylor展開)が得られる.
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(狭義の)関数方程式

未知関数 u(x)に関する方程式 (式中に uの導関数も積分型も含まない)を解き, 解関数 u(x)を求める

問題で, uに対する微分可能性の有無により以下の二種に分類される.

• 微分可能性が保証されているタイプ: 適当な操作により微分方程式の初期値問題に帰着される.

• 微分可能性が保証されてないタイプ: 解関数の具体的な形を求めるのは一般に困難で, 解関数の持つ

ある種の性質を導く問題が中心に出題される.

【3.13】

微分可能な関数 uが任意の実数 x, yに対して,

u(x+y) = u(x)+u(y)+2xy ∧ u(0) = 0

を満たしているとき, uの具体的な形を求めよ.

【3.14】 91東京理科大

関数 u(x)は微分可能であり, すべての実数 x, hに対して,
{

u(x)+u(h) = u(x+h){1+u(x)u(h)}
u(0) = 0, u′(0) = 1, u′(x) > 0

なる条件を満たしているとき, u(x)を求めよ.

【3.15】 93お茶の水女子大

すべての点で微分可能な関数 u(x)が次の条件を満たしている.

u(x) = u(−x)+2x ∧ u(x)u′(x)+u(−x)u′(−x) = 6x2 +2

このとき, 関数 u(x)を求めよ.

【3.16】 2007京大

すべての実数で定義され, 無限回微分可能な関数 uが u(0) = 0, u′(0) = 1を満たし,

更に, 任意の実数 x, yに対して次の等式を満たしている.

u(x+y) =
u(x)+u(y)

1+u(x)u(y)

(1) 任意の実数 xに対して, −1 < u(x) < 1であることを示せ.

(2) x > 0において, u′′(x) < 0であることを示せ.

(3)* 関数 u(x)を求めよ.
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【3.17】

関数 uは次の条件を満たしている.

u′(0) = c(6= 0) ∧ u(x+y) = u(x)u(y) (∀x, ∀y)

(1) u(x) 6= 0 (∀x)を示せ. (2) u(0) = 1を示せ. (3) ∃u′(x) (∀x)を示せ. (4) u(x)を求めよ.

【3.18】 89東工大

関数 uは次の方程式を満たしている.

u(x+y) = u(x)+u(y)+u(x)u(y)

また, u(x)は x = 0において微分可能である.

(1) すべての実数 xに対して, u(x)は微分可能であることを示せ. (2) u(x)を求めよ.

【3.19】 90千葉大

関数 uがすべての実数 x, yに対して,

u(x+y)+u(x−y) = 2{u(x)+u(y)}

を満たすとき, uは次の性質を満たすことを示せ.

(1) すべての実数 xに対して, u(x) = u(−x)

(2) すべての正整数 kに対して, u(kx) = k2u(x)

(3) すべての正有理数 pに対して, u(px) = p2u(x)

【3.20】 87津田塾

関数 uはすべての正整数で定義され, 次の条件を満たす.
{

u(2k) = u(k) (k = 1, 2, 3, · · ·)
u(2k+1) = (−1)k (k = 0, 1, 2, · · ·)

(1) 任意の正奇数 m, nに対して, u(mn) = u(m)u(n)が成り立つことを示せ.

(2) 任意の正整数 m, nに対して, u(mn) = u(m)u(n)が成り立つことを示せ.

【3.21】

関数 uはすべての整数で定義され, 次の条件を満たす.

u(2) =
1
2
, u(m+n)≤max(u(m), u(n)), u(mn) = u(m)u(n)

(1) u(1), u(−1)を求めよ.

(2) すべての整数 kに対して, u(k)≤ 1であることを示せ.

(3) すべての整数 kに対して, u(2k+1) = 1であることを示せ.
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曲線の弧長

• 媒介変数関数の場合; 曲線 x = x(t), y = y(t) (t1 ≤ t ≤ t2)の弧長は,

∫ t2

t1

√
(x′(t))2 +(y′(t))2 dt

• 陽関数の場合; 曲線 y = u(x) (x1 ≤ x≤ x2)の弧長は,

∫ x2

x1

√
1+(u′(x))2 dx

【1.1】 –媒介変数型曲線 –

次の各曲線に対して, 与えられた定義域に対応する弧長を求めよ.

(1)

{
x = cos3 t

y = 2sin2 t

(
0≤ t ≤ π

2

)
(2)

{
x = t3cos(3/t)

y = t3sin(3/t)
(2≤ t ≤ 3) (3)

{
x = cost(1+cost)

y = sin t(1+cost)
(0≤ t ≤ π)

【1.2】 – Asteroid –

媒介変数表示された曲線 {
x = cos3 t

y = sin3 t

(
0≤ t ≤ π

2

)

の概形と全長を求めよ.

【1.3】 –陽関数型曲線 –

次の各曲線に対して, 与えられた定義域に対応する弧長を求めよ.

(1) y = x
√

x

(
0≤ x≤ 4

3

)
(2) y =

1
3

x3 +
1
4x

(1≤ x≤ 2) (3) y = log(1−x2)
(

0≤ x≤ 1
2

)

【1.4】 –放物線 –

放物線 y = x2の 0≤ x≤ 1の部分に対応する弧長を求めよ.
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媒介変数表示された曲線の面積

曲線 x = x(t), y = y(t) (t1 ≶ t ≶ t2)と x軸の囲む領域の面積は,

∫ x2

x1

|y| dx =
∫ t2

t1
|y(t)| dx(t)

dt
dt

ただし, x1 < x2 ∧ x1 = x(t1) ∧ x2 = x(t2)とする.

【1.5】

媒介変数表示
x = 2t2 +1, y = t2 + t−2 (−∞ < t < ∞)

で定義される曲線と x軸によって囲まれる領域の面積を求めよ.

【1.6】

媒介変数表示
x = 3t2, y = 3t− t3 (−∞ < t < ∞)

で定義される曲線によって囲まれる領域の面積を求めよ.

【1.7】 – Cardioid –

媒介変数表示
x = (1+cost)cost, y = (1+cost)sin t (0≤ t ≤ 2π)

で定義される曲線を考える.

(1) この曲線の概形を描け. (2) この曲線によって囲まれる図形の面積を求めよ.

【1.8】 –等角螺旋 –

xy平面上の曲線
x = e−t cost, y = e−t sin t (0≤ t ≤ π)

と x軸とで囲まれる図形の面積を求めよ.

【1.9】 93東大

媒介変数表示
x = 2cost +cos 2t, y = sin 2t (0≤ t < 2π)

で定義される曲線について考える.

(1) この曲線の概形を描け. (2) この曲線によって囲まれる領域の面積を求めよ.
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回転体の体積

曲線 x = x(t), y = y(t) (t1 ≶ t ≶ t2)を x軸の周りに回転して得られる立体の体積は,

π
∫ x2

x1

{y(x)}2 dx = π
∫ t2

t1
{y(t)}2 dx(t)

dt
dt (x1 < x2 ∧ x1 = x(t1) ∧ x2 = x(t2))

曲線 x = x(t), y = y(t) (t1 ≶ t ≶ t2)を y軸の周りに回転して得られる立体の体積は,

π
∫ y2

y1

{x(y)}2 dy = π
∫ t2

t1
{x(t)}2 dy(t)

dt
dt (y1 < y2 ∧ y1 = y(t1) ∧ y2 = y(t2))

【1.10】 – Cycloid –

媒介変数表示された曲線
x = t−sin t, y = 1−cost (0≤ t ≤ 2π)

を x軸の周りに回転してできる立体の体積を求めよ. 更に, y軸の周りに回転してできる立体の体積を求めよ.

【1.11】 – Cardioid –

媒介変数表示
x = (1+cost)cost, y = (1+cost)sin t (0≤ t ≤ π)

で定義される曲線を x軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.

【1.12】

媒介変数表示
x = 2t2 +1, y = t2 + t−2 (−∞ < t < ∞)

で定義される曲線と x軸によって囲まれる領域を x軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.



ARISTOS

微分積分 (求積編) 18

Epicycloid & Hypocycloid

定円に接しながら回転する動円上の点の描く曲線で,

定円の外側に定義される epicycloidと内側に定義される hypocycloidの 2種類がある.

この曲線は動点 Pの座標を −→
OP=

−−→
OO′+

−→
O′P

と分解して, 回転角を変数として表示する. ここで, O′ は動円の中心を表す.

媒介変数表示

定円の中心を原点O, 半径をR(> 0), 定円に外接 (内接)する動円の中心をO′, 半径を r (0< r ≤R), 定

円と動円の初期接点を P0(R, 0)とするとき, 初期状態 P= P0から動円が定円の周りを角 t (= ∠O′OP0)

回転したときの動円上の点 P(x, y)は,

Epicycloid;





x = (R+ r)cost− r cos
(R+ r)t

r

y = (R+ r)sin t− r sin
(R+ r)t

r

Hypocycloid;





x = (R− r)cost + r cos
(R− r)t

r

y = (R− r)sin t− r sin
(R− r)t

r

【1.13】 89東工大

xy平面において, 原点を中心とする半径 2の円を A, 点 (3, 0)を中心とする半径 1の円をBとする.

Bが Aの周上を反時計回りに滑らずに回転して元の位置に戻るとき, 最初に (2, 0)の位置にあったB上の点

Pの描く曲線を Cとする. このとき, Cの全長を求めよ.

【1.14】 93岡山大

原点を中心とする半径 3の円 Cの外側に半径 2の円 C′ が接しており, C′ の周上の定点 Pは点 (7, 0)の位置

にあるものとする. C′ が C に接しながら滑らずに正の向きに回転して C の周上を回るとき, Pが再び出発点

(7, 0)に戻るまでに描く曲線の長さを求めよ.

【1.15】 93中央大

Cは平面上の原点を中心とする半径 3の円であり, C′ は Cに内接する半径 1の円である. また, Pは C′ 上の

定点である. C′ を Cに内接させながら回転させるものとし, 最初に Pは点 A(3, 0)の位置にあるものとする.

(1) C′ の接点が Cの周上を一回転して元の位置に戻るまでに Pの描く曲線の長さを求めよ.

(2) Pの描く曲線によって囲まれる領域の面積を求めよ.

【1.16】 95名古屋大

原点 Oを中心とする半径 4aの円 Cに半径 aの円 C′ が内接しながら回転するものとする. C′ の周上に固定

された点 Pがある. 初め C′ の中心 O′ が (3a, 0)の位置に, また, Pが (4a, 0)の位置にあるとして, C′ が Cの

内部を反時計回りに一周して元の位置に戻るものとする. 更に, 線分 OO′ が x軸の正方向となす角を t とおく.

(1) Cと C′ の接点を Tとするとき, ∠TO′Pを t の式で表せ. また, Pの位置 (x, y)を t の式で表せ.

(2) Pの軌跡で囲まれる領域の面積を求めよ.
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超越数 : e

lim
n→∞

(
1+

1
n

)n

= lim
h→0

(1+h)
1
h = e(= 2.718281828459045· · ·)

【2.1】 –極限計算 –

(1) lim
x→∞

(
1+

1
2x

)x

(2) lim
x→0

(1−x)
1
x (3) lim

x→0
(1+2x)

1
3x

(4) lim
x→∞

(
1+

1
x2

)x

(5) lim
x→∞

(
1+

1
x

)x+
√

x

(6) lim
x→∞

(
1+

1
x+

√
x

)x

【2.2】

連続関数の性質
lim
x→a

log |u(x)|= log
∣∣∣ lim

x→a
u(x)

∣∣∣ = log |u(a)|

を用いて, 次の極限値を求めよ.

(1) lim
x→0

log(1+2x)
3x

(2) lim
x→0

log(1+x)
tanx

(3) lim
x→0

log sinx
log x

(4) lim
x→0

ex−cosx
log(1+x)

de l’Hospitalの定理

極限 lim
x→a

u(x)
v(x)

は
0
0
の不定型とし, u(x), v(x)は x = aの十分近くで微分可能とするとき,

lim
x→a

u(x)
v(x)

= lim
x→a

u′(x)
v′(x)

が成り立つ. ここで, v(x)は恒等的には 0でない関数とする.

【2.3】

de l’Hospitalの定理を用いて, 次の極限を計算せよ.

(1) lim
x→0

sinx−x

sin3x
(2) lim

x→0

log(1+x2 +x4)
xex−x

(3) lim
x→0

sinx−x
2log(1+x)−2x+x2
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区分求積法

lim
n→∞

1
n

n

∑
k=1

u

(
k
n

)
=

∫ 1

0
u(x) dx ∨ lim

n→∞

1
n

n−1

∑
k=0

u

(
k
n

)
=

∫ 1

0
u(x) dx

【2.4】

極限値

lim
n→∞

{
n

(2n+1)2 log
n+2

n
+

n
(2n+2)2 log

n+4
n

+ · · ·+ n
(2n+n)2 log

n+2n
n

}

を求めよ.

【2.5】 93日本女子大

極限値

lim
n→∞

(n+1)k +(n+2)k + · · ·+(n+2n)k

1k +2k + · · ·+(2n)k (k > 0)

を求めよ.

【2.6】 92琉球大

極限値

lim
n→∞

n

∑
k=1

log

(
3n+k

n

)1
n

を求めよ.
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区分求積法

lim
n→∞

1
n

(m+l)n

∑
k=nm+1

u

(
k
n

)
=

∫ m+l

m
u(x) dx

ここで, l , mは正整数とする.

【2.7】 88東工大

極限値

lim
n→∞

(
3nCn

2nCn

)1
n

を求めよ.

【2.8】 90千葉大

任意の正整数 nに対して,

Pn = n

√
(3n)!
(2n)!

と定めるとき, 次の問いに答えよ.

(1) lim
n→∞

Pn

n
を求めよ. (2) lim

n→∞

(
n+2

n

)Pn

を求めよ.

【2.9】 92群馬大

極限値

lim
n→∞

3n

∑
k=n+1

n
k2−2nk−8n2

を求めよ.

【2.10】 2005信州大

すべての正整数 nに対して,

an =
n

∑
k=1

cos
kπ
2n

と置くとき, lim
n→∞

an
(
e

c
n −1

)
(c 6= 0)を求めよ.
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【2.11】 93金沢大

半径 1の円に内接する正 n角形のすべての対角線を考える.

対角線の本数を Kn, それらの長さの総和を Lnとするとき, lim
n→∞

Ln

Kn
の値を求めよ.

【2.12】 2000大阪市大

p, nを正整数とする.

平面上の曲線 xp = 2yと直線 y = 0, x = 2nで囲まれる領域 (境界を含む)内の格子点の個数を Lp(n)とする.

(1) Lp(n) = 1+
3
2

n+
1
2

2n

∑
k=1

kpであることを示せ. (2) 極限値 lim
n→∞

Lp(n)
np+1 を求めよ.

【2.13】 93東京電機大

正整数mに対して,

Sm(n) =
nm−1

∑
k=1

[
m
√

k
]

と定めるとき, lim
n→∞

Sm(n)
nm+1 の値を求めよ.

【2.14】 2007東北大

O(0, 0), A(a, 0), B(0, b) (b > a > 0)とする.

楕円
x2

a2 +
y2

b2 = 1上に点 Pkを ∠AOPk =
kπ
n
を満たすようにとるとき, lim

n→∞

1
n

n

∑
k=1

1

OPk
2 を求めよ.

【2.15】 96名古屋大

正 n角形 A1A2 · · ·Anを辺 An−1Anが x軸に重なるように置く.

また, 正 n角形の中心から各頂点までの距離を a(> 0)とする.

(1) Anを中心として正 n角形を滑らないように回転して, A1が x軸に重なるようにする.

この回転により各頂点 Ak (k = 1, 2, · · · , n−1)が描く軌跡の長さをそれぞれ求めよ.

(2) 更に, A1を中心として正 n角形を滑らないように回転して, A2が x軸に重なるようにする.

このような操作を繰り返すと, 正 n角形は x軸に沿って滑らずに回転しながら移動する.

正 n角形が 1回転するとき, An−1の描く軌跡の長さ Lnを求めよ.

(3) n→ ∞のとき, Lnの極限を求めよ.
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無限級数と定積分

• 無限級数を定積分で表し, その収束極限を求める問題. ただし, 区分求積法とは異なる algorism.

• 収束極限が超越数の場合, その
:::::::::::::::::::::::::
超越数の有理数による近似と考えることができる.

ただし, 収束が緩慢なので近似計算としては現実的な方法でない.

• 代数的無理数を有理数で近似する計算法として Newton近似法があるが, こちらは収束が速い.

【3.1】 – Mercatorの級数 –

恒等式

1−x+x2−x3 + · · ·+(−x)n−1 =
1− (−x)n

1+x
· · · · · · (1)

を用いて, 等式

1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1

n
= log 2+(−1)n+1

∫ 1

0

xn

1+x
dx · · · · · · (2)

を示せ. 更に, (2)を用いて,
∞

∑
k=1

(−1)k−1

k
= log 2 · · · · · · (3)

を示せ.

【3.2】 – Leibnizの級数 –

恒等式

1−x2 +x4−·· ·+(−x2)n−1 =
1− (−x2)n

1+x2 · · · · · · (1)

を利用して, 等式

1− 1
3

+
1
5
− 1

7
+ · · ·= π

4
· · · · · · (2)

を示せ.

【3.3】

定積分

In =
∫ π

4

0
tannx dx (n = 0, 1, 2, · · ·)

に対して, 次の各問いに答えよ.

(1) Ik + Ik+2を kの式で表せ.

(2) 等式

1− 1
3

+
1
5
− 1

7
+ · · ·+ (−1)n−1

2n−1
= I0− (−1)nI2n

を示せ.

(3) (2)の結果を利用して,

1− 1
3

+
1
5
− 1

7
+ · · ·= π

4

を示せ.
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【3.4】 92奈良教育大

級数

1+x2 +x4 + · · ·+x2(n−1) =
1−x2n

1−x2

を用いて, 等式
1

1·2 +
1

3·23 +
1

5 ·25 + · · ·= 1
2

log 3

を示せ.

【3.5】 95鹿児島大

数列 {an}は,
a0 = 1, an = nan−1 (n = 1, 2, 3, · · ·)

によって定義されている.

(1) 等式 ∫ 1

0

(1− t)m−1ext

am−1
dt =

1
am

+x
∫ 1

0

(1− t)mext

am
dt

を示せ.

(2) 数学的帰納法により,

ex = 1+
1
a1

x+
1
a2

x2 + · · ·+ 1
an

xn +xn+1
∫ 1

0

(1− t)next

an
dt

を示せ.

(3) 不等式

0 <
∫ 1

0

(1− t)net

an
dt <

e−1
n

を示せ.

(4) 等式

e= 1+
1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

+ · · ·
を示せ.

【3.6】 98東京医科歯科大

x≥ 0を定義域とする関数列 {un(x)}を次の式で定義する.

u0(x) = 1, un+1(x) =
∫ x

0

un(t)
t +1

dt (n≥ 0)

(1) u1(x), u2(x), u3(x)を求めよ. 更に, un(x)を求めよ.

(2) 曲線 y = un(x) (n≥ 0), 直線 x = a(> 0)および x軸で囲まれる面積を Sn(a)で表すとき,

Sn(a)+Sn+1(a) =
a+1

(n+1)!

を満たす aの値を求めよ.

(3) 無限級数
∞

∑
n=1

(−1)n

n!

の値を求めよ.
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回転体の体積: Disk型分割

回転軸に垂直な平面で切った切口の円の半径を r(t)で表すとき, その回転体の体積は,

π
∫ t2

t1
{r(t)}2 dt (t1 < t2)

特に, 曲線 y = u(x) (x1 ≤ x≤ x2)を x軸の周りに回転して得られる回転体の体積は,

π
∫ x2

x1

{u(x)}2 dx (x1 < x2)

【4.1】

座標空間内の 3点
(1, 1, 0), (1, −1, 0)

(
0, 0,

√
2
)

を頂点とする三角形の周および内部を含めた領域を x軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ,

また, 三角形の外接円の周および内部を含めた領域を x軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.

【4.2】 95上智大

座標空間内の 3点
A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1)

を頂点とする正三角形 ABCの外接円を Dとする.

(1) x軸を回転軸として正三角形 ABCを回転して得られる立体の体積を求めよ.

(2) x軸を回転軸として外接円Dを回転して得られる立体の体積を求めよ.

[Note] いずれの場合も図形の周および内部の点を含めた領域で考えるものとする.

【4.3】 84東大

空間内に 3点

P

(
1,

1
2
, 0

)
, Q

(
1, −1

2
, 0

)
, R

(
1
4
, 0,

√
3

4

)

を頂点とする三角形 Tと Tの外接円 Dがある.

(1) Tを x軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.

(2) Dを x軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.

[Note] いずれの場合も図形の周および内部の点を含めた領域で考えるものとする.

【4.4】 2007東北大

空間内の 2点 (1, 0, 1), (1, 0, 2)を結ぶ線分を z軸の周りに回転してできる立体を Aとする.

この立体 Aを x軸の周りに回転してできる立体 Bの体積を求めよ.

【4.5】 93東工大

1辺の長さが 1の立方体を立方体の中心を通る対角線を軸として回転する.

このとき, この立方体の表面および内部の領域が通過する空間領域の体積を求めよ.
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【4.6】 92日本女子大

空間内の 2点 P(cost, sin t, 0), Q(cos(t +ω), sin(t +ω), 1)の作る線分 PQを考える.

0≤ t ≤ 2π の範囲を t が動くとき, 線分 PQの作る曲面と平面 z= 0, z= 1の囲む立体の体積を求めよ.

また, ω を 0≤ ω ≤ π の範囲で変化させるとき, この立体の体積の最大値と最小値を求めよ.

【4.7】 87東大

xyz座標空間において, 点 Pは yz平面上の放物線 z= 1−y2 ∧ x = 0上にあるものとする.

2点 A(1, 0, 1), P(0, t, 1− t2)を結ぶ直線を x軸の周りに回転して得られる曲面と平面 x = 0, x = 1によって

囲まれる領域の体積をV とするとき, V を t を用いて表し, その最小値を求めよ.

【4.8】 96東大

xyz座標空間において, 2点 P(1, 0, 1), Q(a, a+1, 0)を考える.

直線 PQを z軸の周りに回転して得られる曲面 Kと平面 z= 0, z= 1で囲まれる領域の体積をV とする.

aが実数全体を動くとき, V の最小値とその最小値を与える aの値を求めよ.

【4.9】 97東大

xy座標平面において, 不等式

y2 ≤ x2(1−x2)−a

(
0 < a <

1
4

)

の表す領域を y軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.

【4.10】

xy座標平面において, 不等式

y2 ≤ x2(1−x2)+
1
4

の表す領域を y軸の周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.
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回転体の体積: Cylinder型分割

曲線 y = u(x) (0≤ x1 ≤ x≤ x2)を y軸の周りに回転して得られる回転体の体積は,

2π
∫ x2

x1

x|u(x)| dx

【4.11】 89東大

u(x) = πx2sinπx2とする.

曲線 y = u(x) (0≤ x≤ 1)を y軸の周りに回転して得られる立体の体積は,

2π
∫ 1

0
xu(x) dx

で与えられることを示し, その体積の値を求めよ.

【4.12】

曲線 y = sinx (0≤ x≤ π)を

x軸の周りに回転してできる立体の体積をV1,

y軸の周りに回転してできる立体の体積をV2

とするとき, 体積比V1 : V2を求めよ.

【4.13】 2002東大

実数全体で定義された関数 u(x) = x exp(−x3)を考える.

(1) u(x)の増減と凹凸を調べて u(x)のグラフの概形を図示せよ.

(2) 曲線 y = u(x)と x軸および直線 x = c(> 0)で囲まれた領域を Dとする.

Dを x軸の周りに回転させて得られる立体の体積をV1(c)と表すとき, lim
c→∞

V1(c)を求めよ.

(3) Dを y軸の周りに回転させて得られる立体の体積をV2(c)と表すとき, lim
c→∞

V2(c)を求めよ.

[Note] exp(x) def= ex

【4.14】 90札幌医大

2曲線 y = sin2 x, y = sin 2x+kcos2 xを 0≤ x≤ 2π の範囲で考える.

この 2曲線が共有点を持ち, その共有点で共通の接線を持つものとする.

(1) kの値を求めよ.

(2) この 2曲線で囲まれる領域を y軸の周りに回転してできる立体の体積を求めよ.
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回転体の体積: Cone型分割

曲線 y = u(x)と直線 y = mxの囲む
:::::::::::
閉じた領域D(0≤ x1≤ x≤ x2)を直線 y = mxを回転軸として回転

して得られる回転体の体積は,
π√

1+m2

∫ x2

x1

{u(x)−mx}2 dx

[Note] 回転すべき領域 Dが閉じていない場合, 上の体積公式には若干の修正 (追加積分項)が必要である.

【4.15】

(1) 2次曲線 y = x2と直線 y = xの囲む領域を直線 y = xの周りに回転してできる立体の体積を求めよ.

(2) 3次曲線 y = x3と直線 y = xの囲む領域を直線 y = xの周りに回転してできる立体の体積を求めよ.

【4.16】 2006横浜国大

m≥ 2を整数とする.

xy平面上の直線 y = x (x≥ 0)と曲線 y = xm (x≥ 0)によって囲まれる領域を Dとする.

領域 Dを直線 y = xの周りに回転してできる立体の体積をVmとするとき, lim
m→∞

Vmの値を求めよ.

【4.17】 2005東京理科大

mを正整数とする.

平面上の直線 L : y = mxと曲線 C : y = mx+sinx (0≤ x≤ π)に対して, 次の各問いに答えよ.

(1) 曲線 C上の点 P(t, mt+sin t)から直線 Lに引いた垂線の足を Hとする.

このとき, PHの長さと OHの長さを求めよ. ただし, Oは原点とする.

(2) 直線 Lと曲線 Cで囲まれる領域を直線 Lの周りに回転してできる立体の体積Vmを求めよ.

(3) 極限 lim
m→∞

m2(Vm−Vm+1)の値を求めよ.

【4.18】 88日大

曲線 C : y = ax3 +4x (a 6= 0)と双曲線 xy= 1 (x > 0)が点 Pにおいて接線を共有する.

(1) aの値と Pの座標を求めよ.

(2) 線分 OPと Cで囲まれる領域を OPの周りに回転してできる立体の体積を求めよ.

【4.19】

平面領域
0≤ x≤ π ∧ 0≤ y≤ sinx

を直線 y = xの周りに回転して得られる立体の体積を求めよ.
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非回転体の体積

回転軸に垂直な平面による立体の切口の図形の面積を回転軸を積分軸として積分する

【4.20】 90早稲田

xz平面上の曲線 z= x2 ∧ y = 0を z軸の周りに回転して得られる曲面を Kとする.

この曲面 Kと平面 H : z= 2x+3によって囲まれる立体の体積を求めよ.

【4.21】 83東大

xy平面上の放物線 y =
3
4
−x2を y軸の周りに回転して得られる曲面を Kとする.

曲面 Kを平面 H : y = xで切るとき, この 2つの図形で囲まれる立体の体積を求めよ.

【4.22】 87東京理科大

xyz座標空間において, yz平面上の双曲線

2y2−z2 = 2 ∧ x = 0

を z軸の周りに回転してできる曲面 Qと平面

z= y+1, z= y−1

によって囲まれる立体図形を Kとする.

(1) 曲面 Qの方程式を求めよ.

(2) 平面 z= y+ t (−1≤ t ≤ 1)による Qの切口の図形の面積を求めよ.

(3) 立体 Kの体積を求めよ.

【4.23】 92千葉大

xyz空間において, 領域 x2 +y2 ≤ 1 ∧ z= 0を底面とし, 点 (0, 0, 1)を頂点とする円錐の内部及び表面上の

点を合わせた立体を考える. この立体を平面 z= xで切って 2つの部分に分けるとき, 点 (1, 0, 0)を含む側の

立体の体積を求めよ.
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非回転体の体積: 不等式の表す空間領域の体積

最も複雑な構造の変数 =一定 なる平面で切った切口の図形の面積を積分する

【4.24】 2005東大

xyz空間において, 連立不等式

x2 +y2 ≤ r2, y2 +z2 ≥ r2, z2 +x2 ≤ r2

を満たす空間領域の体積を求めよ.

【4.25】 94東大

xyz空間において, 不等式
x2 +y2 ≤ z2, z2 ≤ x, 0≤ z≤ 1

で定まる空間領域を考える.

この領域の平面 z= k (0≤ k≤ 1)による切口の面積を S(k)とする.

(1) k = cost (0≤ t ≤ π/2)とするとき, S(k)を t の式で表せ. (2) この空間領域の体積を求めよ.

【4.26】 95一橋大

空間内に点 A(−2, 0, 0), B(2, 0, 0)がある.

|−→PA|+ |−→PB| ≤ 8 ∨ −→
PA ·−→PB≤ 9

を満たす点 Pの存在する空間領域の体積を求めよ.

【4.27】 2007北大

xyz空間において, 連立不等式

0≤ x≤ 1, 0≤ y≤ 1, 0≤ z≤ 1, x2 +y2 +z2−2xy−1≥ 0

を満たす空間領域の体積を求めよ.

【4.28】 93日大

空間内に 4点
A(1, 1, 0), B(−1, 1, 0), C(−1, −1, 0), D(1, −1, 0)

の作る正方形を x軸の周りに回転してできる立体と y軸の周りに回転してできる立体の和集合をWとする.

(1) Wを平面 z= t (−1≤ t ≤ 1)で切った断面の図形の面積を求めよ. (2) Wの体積を求めよ.

[Note] 正方形 ABCDの周および内部の点を含めた領域を回転するものとする.
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立体図形の体積

与えられた立体を断面積が求め易い適当な平面で切って考察する. 即ち, 座標軸に垂直な平面や回転軸

に垂直な平面とは異なる, その立体の特徴 (面対称性や回転対称性)に応じた平面による切断面の考察が

必要になる. その際, 初等幾何的な計算ツールや空間直線 ·平面 ·球面 ·柱面 ·円錐面 ·双曲面 ·放物面
等の方程式の知識が必要となる.

【4.29】 82東大

1辺の長さが a(> 0)の正四面体の各辺に接する球面を考える.

(1) この球面の半径を aの式で表せ. (2) 正四面体と球面の共通部分の体積を aの式で表せ.

【4.30】 91東大

正四角錘 Pに対して, Pの底面上に中心を持ち, Pのすべての辺に接する球面 Bがある.

Pの底面の 1辺の長さを 2aとするとき, 次の各値を求めよ.

(1) Pの高さ (2) Pと Bの共通部分の体積

[Note] 正四角錘とは, 底面が正方形, 側面が合同な二等辺三角形で構成された立体である.

【4.31】 98東大

xyz空間に 5点

A(1, 1, 0), B(−1, 1, 0), C(−1, −1, 0), D(1, −1, 0), P(0, 0, 3)

をとるとき, 正四角錘 PABCDの不等式 x2 +y2 ≥ 1を満たす部分の体積を求めよ.

【4.32】 2003東大

xyz座標空間で考える.

平面 z= 0上において, 原点 (0, 0, 0)を中心とする半径 2の円を底面とし, 点 (0, 0, 1)を頂点とする直円錐を

Aとする. また, 平面 z= 0上において, 点 (1, 0, 0)を中心とする半径 1の円を H, 平面 z= 1上において, 点

(1, 0, 1)を中心とする半径 1の円を K, H, Kを 2つの底面とする円柱を Bとする. 更に, 直円錐 Aと円柱 B

の共通部分を C(= A∩B)とし, 平面 z= t (0≤ t ≤ 1)による Cの切口の図形の面積を S(t)で表す.

(1) 0≤ ω ≤ π/2のとき, t = 1−cosω として, S(t)を ω の式で表せ. (2) Cの体積を求めよ.
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一次従属性

行列 M , Nが一次従属であるとは, 適当な実数 α, β , α ′, β ′ を用いて,

M = α N+β E ∨ N = α ′M +β ′E

の形に表せることである. ここで, Eは単位行列を表す.

可換性

2次行列 M , Nに対して,
M ×N = N×M (積に関して交換可能)

が成り立つための必要十分条件は, M , Nが一次従属であることである.

【1.1】 –可換性 –

M , X は実数を成分とする 2次行列とする.

MX = XM

が成り立つとき, 適当な実数 α, βを用いて,

X = α M +β E

と表されることを示せ. ただし, M はスカラー行列ではないとする.

【1.2】

任意の 2次行列 Xに対して,
MX = XM

を満たす 2次行列 Mを求めよ.
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逆行列の定義
MN = NM = E ⇐⇒ M = N−1 ∧ N = M−1

Hamilton-Cayleyの定理

M =
(

a b
c d

)
のとき,

M2− (trace.M)M +(det.M)E = O

が成り立つ. ここで, Oは零行列を表す.

[Note] trace.M = a+d, det.M = ad−bc

逆行列

det.M 6= 0のとき, Hamilton-Cayleyの定理より,

M−1 =− 1
det.M

{M − (trace.M)E}

即ち, M , M−1は一次従属である.

【2.1】 90東北大

2次行列Mが次の条件を満たすとき, Mは逆行列を持つことを示せ.

(1) M3 +M = E (2) M3 +M = O, M 6= O (3) M3 +M2 +M = O, M 6= O

【2.2】

2次行列Mと実数 λに対して,
M2−λM +E = O

が成り立つとき, 次の問いに答えよ.

(1) M の逆行列 M−1が存在することを示し, M−1を M , Eの式で表せ.

(2) |λ | 6= 2のとき, M −M−1の逆行列が存在することを示し, その逆行列を求めよ.

【2.3】

2次行列 A, Bに対して,
B = (E−A)(E+A)−1

が成り立つとき, B+Eが逆行列を持つことを示せ.

【2.4】 2003京大

M =
(

a b
c d

)
, E =

(
1 0
0 1

)
とする.

r E+sM なる形式の行列が「零行列でなければ逆行列を持つ」ための a, b, c, dの条件を求めよ.

ここで, a, b, c, d, r, sはすべて実数とする.
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【3.1】 – Hamilton-Cayleyの定理 –

M を 2次行列とする.

(1) M2−5M +6E = Oのとき, trace.M , det.M の値を求めよ.

(2) M2−3M +5E = Oのとき, trace.M , det.M の値を求めよ.

(3) M2−xM +yE = Oのとき, trace.M , det.M を x, yの式で表せ.

【3.2】 –行列方程式 –

M =
(

4 b

3 d

)
に対して, M3 = M が成り立つとき, 実数 b, dの値を求めよ.

【3.3】 88東京女子大

A =
(

0 0

1 −1

)
に対して,

AM = MA ∧ M2 = M

を満たすMをすべて求めよ.

【3.4】 92上智大

2次行列M に対して,

M2=
(

2 1

−8 −2

)

を満たすものをすべて求めよ.

【3.5】 96大阪大

2次行列

A =
(

a b

c d

)
, B =

(
1 1

−1 −1

)

に対して, 次の問いに答えよ.

(1) A2 = A +Bを満たす A をすべて求めよ.

(2) A3 = A +Bを満たす A をすべて求めよ.
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【4.1】 92東北学院大

A =
(

2 a

a 1

)
(a2 6= 2)に対して,

(1) AX +XA = Oを満たす Xを求めよ. (2) AY +YA = Eを満たす Yを求めよ.

【4.2】 91学習院

2次行列 Aに対して,
AB−BA = A

を満たす Bが存在するとき,
trace.A = 0 ∧ A2 = O

が成り立つことを示せ.

【4.3】 2004京大

A =
(

2 0

1 1

)
, B =

(
α 0

0 β

)
とする.

任意の 2次行列 Yに対して, AX −XB = Y を満たす X が存在するための α, βの条件を求めよ.
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跡の性質 (trace)

• trace.(MN) = trace.(NM) • trace.(M +N) = trace.M + trace.N • trace.(kM) = k · trace.M

ここで, kは実数とする.

行列式の性質 (determinant)

• det.(MN) = det.M ×det.N • det.(M−1) = (det.M)−1=
1

det.M

【5.1】

M =
(

5 −2

3 −1

)
のとき, det.(M6 +M5)の値を求めよ.

【5.2】 –冪零行列 –

正整数 n≥ 2と 2次行列 M 6= Oに対して,

Mn = O ⇐⇒ trace.M = det.M = 0

であることを示せ.

【5.3】 92室蘭工大

2次行列 A, Bは単位行列または零行列でなく,

A2 = A, B2 = B, AB = BA = O

を満たすとき, trace.A, trace.Bの値と A +Bをすべて求めよ.

【5.4】 95慶應義塾

(1) 正整数 n≥ 2に対して,

Mn=
(

0 1

0 0

)

を満たすMは存在しないことを示せ.

(2) λ 6= 0を定数とする.

M3−λ M2=
(

0 1

0 0

)

を満たす Mをすべて求めよ.
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対角型行列 (
a11 0

0 a22

)

の形の行列を対角型行列という.

三角型行列 (
a11 a12

0 a22

)
∨

(
a11 0

a21 a22

)

の形の行列を上三角型行列, 下三角型行列という.

【6.1】 –対角型行列の冪乗 –

正整数 nに対して, (
a11 0

0 a22

)n

=
(

a11
n 0

0 a22
n

)

が成り立つことを帰納法により示せ.

【6.2】 –三角型行列の冪乗 –

正整数 nに対して, (
a b

0 d

)n

=
(

xn yn

0 wn

)

を満たす xn, yn, wnをそれぞれ求めよ.

【6.3】 93学芸大

nは正の整数とする.

M =
(

1 −1

0 x

)

に対して, Mnを求めよ.

【6.4】 2007名古屋大

M を 2次の上三角行列, Eを 2次の単位行列とする.

(1) M2 = Eを満たす M をすべて求めよ.

(2) M3 = Eを満たす M をすべて求めよ.

(3) M4 = Eを満たす M は, M2 = Eを満たすことを示せ.

【6.5】 2002お茶の水女子大

3次行列Mに対して, 以下の各問いに答えよ.

M =




1 0 0
a 1 0
b −a 1




(1) M2を求めよ. (2) M3を求めよ. (3) Mn (n = 1, 2, 3, · · ·)を求めよ.
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固有値

M =
(

a b
c d

)
, X =

(
x
y

)
, O =

(
0
0

)
に対して,

MX = λX ∧ X 6= O ⇐⇒
{

ax+by= 0

cx+dy= 0
∧ (x, y) 6= (0, 0) · · · · · · (1)

を満たす実数 λ を行列 M の固有値という.

固有方程式

M =
(

a b
c d

)
, E =

(
1 0
0 1

)
に対して,

det.(M −λE) = 0 ⇐⇒ λ 2− (trace.M)λ +(det.M) = 0

⇐⇒ λ 2− (a+d)λ +(ad−bc) = 0 · · · · · · (2)

なる λ の 2次方程式を行列 M の固有方程式という.

固有ベクトル

2次方程式 (2)の実数解 λ1, λ2 の各値に対応する不定方程式 (1)の不定解 (x1, y1), (x2, y2)を固有値

λ1, λ2に対応する固有ベクトルという. 各 (xk, yk)は不定解であるので, それぞれ無数に存在する.

【7.1】 –対角化による冪乗 –

2次行列

A =
(

1 −2

1 4

)
, P =

(
1 1

x y

)
, Q =

(
α 0

0 β

)

に対して, 次の各問いに答えよ.

(1) AP = PQ ∧ α < β を満たす実数 x, y, α, β を求めよ.

(2) Pの逆行列 P−1を求めよ. (3)
(
P−1AP

)nを求めよ. (4) Anを求めよ.

【7.2】

nを正の整数とする.

M =
(−12 10

−15 13

)

を対角化することにより, Mnを求めよ.

【7.3】 –固有値が重根の場合 –

行列 M =
(

3 2

−2 −1

)
に対して,

P−1MP =
(

a b

0 a

)
(b 6= 0)

を満たす行列 Pを求めよ. また, Mn (n = 1, 2, 3, · · ·)を求めよ.



ARISTOS

線型代数 (二次行列) 39

直和分解

行列 M の固有値を λ1, λ2 (λ1 6= λ2)とすると,

P1 =
1

λ1−λ2

(
M −λ2E

)
, P2 =− 1

λ1−λ2

(
M −λ1E

) · · · · · · (1)

によって定められる行列 P1, P2を用いて,

M = λ1P1 +λ2P2 · · · · · · (2)

と表すことができる.

(2)による M の表現を直和分解という.

このとき,
P1 +P2 = E ∧ P1P2 = P2P1 = O ∧ P1

n = P1 ∧ P2
n = P2 · · · · · · (3)

が成り立ち, この性質により,
Mn = λ1

nP1 +λ2
nP2 · · · · · · (4)

が導出できる. ここで, nは正の整数である.

【8.1】 –直和分解による冪乗 –

2次行列

M =
(

6 −2

5 −1

)

に対して, 次の問いに答えよ.

(1) M の固有値 λ1, λ2 (λ1 < λ2)を求めよ.

(2) 連立方程式 {
λ1P1 +λ2P2 = M

P1 +P2 = E

を満たす 2次行列 P1, P2を求めよ.

(3) Mn (n = 1, 2, 3, · · ·)を求めよ.

【8.2】 –固有値が重根の場合 –

nを正の整数とする.

M =
(

3 2

−2 −1

)

に対して, M の固有値 λ0を求めよ.

N = M −λ0Eとするとき, Nnを求め, 更に, Mnを求めよ.
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【8.3】 2007東大

(1) 実数 aに対して, 2次行列 M , P, Qが次の条件

M = aP+(a+1)Q ∧ P2 = P ∧ Q2 = Q ∧ PQ = QP = O

を満たすとき,
(
P+Q

)
M = M が成り立つことを示せ. ただし, Oは零行列である.

(2) 実数 a > 0に対して, 次の行列 Mを考える.

M =
(

a 0

1 a+1

)

このとき, (1)の条件をすべて満たす行列 P, Qを求めよ.

(3) 整数 n≥ 2に対して, 2≤ k≤ nを満たす整数 kにより,

Mk =
(

k 0

1 k+1

)

と定義するとき, 行列の積
n

∏
k=2

M kを求めよ.

【8.4】 –直和分解の応用 –

2次行列Mが M2 = Mを満たすとき, 次の和を Mの 1次式で表せ.

n

∑
k=1

(
E+M

)k (n = 1, 2, 3, · · ·)

剰余定理の利用

行列 M に関する n次多項式 P(M)を

P(M) =
(

M2− (trace.M)M +(det.M)E
)
×Q(M)+aM +bE

と表せば, Hamilton-Cayleyの定理により,

P(M) = aM +bE
(
∵ M2− (trace.M)M +(det.M)E = O

)

とできる. ここで, Q(M)は M の n−2次式である.

【9.1】 93信州大

(1) 2次行列 Mが

M
(

1
1

)
=

(
5
1

)
∧ M

(
1
−2

)
=

(
2
−5

)

を満たすとき, Mの成分を求めよ.

(2) nを正の整数とするとき,
xn = (x−3)2Q(x)+ax+b

を満たす実数 α , βを求めよ. ただし, Q(x)は xの n−2次式とする.

(3) Mn (n = 1, 2, 3, · · ·)を求めよ.
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既約 Gauss行列

• ある行が ′0′ 以外の数を含むとき, 最初の ′0′ でない数は ′1′ である (これを先頭の ′1′ と呼ぶ)

• すべての数が ′0′ である行が存在すれば, それらの行は下方に寄せ集められている

• すべての数は ′0′ でない 2つの行について, 上の行の先頭の ′1′ は下の行の先頭の ′1′ より前にある

• 先頭の ′1′ を含む列の他の数はすべて ′0′ である

行基本変形

行列に対する以下の操作を行基本変形という.

• i 行目を k倍する • i 行目と j 行目を入れ替える • i 行目を k倍して j 行目に加える

ここで, i 6= j, k 6= 0とする.

【1.1】 –規約 Gauss行列 –

行基本変形により, 既約 Gauss行列に帰着させ, その解を求めよ.

(1)





x1 +x2 +2x3 = 9

2x1 +4x2 −3x3 = 1

3x1 +6x2 −5x3 = 0

(2)





x1 +6x2 +4x5 =−2

x3 +3x5 = 1

x4 +5x5 = 2

【1.2】 –一意解 –

次の連立方程式の解を求めよ.

(1)





3x1 +2x2 −3x3 = 1

2x1 +x3 = 2

3x1 +x2 −x3 = 1

(2)





x1 −x2 +2x3 +2z4 = a1

2x1 −x2 +4x3 +2x4 = a2

−x1 +x2 −x3 −x4 = a3

2x1 −x2 +2x3 +2z4 = a4

(3)





2sinx1 −cosx2 +3tanx3 = 3

4sinx1 +2cosx2 −2tanx3 = 2

6sinx1 −2cosx2 + tanx3 = 9

(0≤ x1, x2, x3 < 2π)

【1.3】 –不定解 –

次の連立方程式の解集合を求めよ.

(1)





x1 −2x2 +x3 −4x4 = 1

x1 +3x2 +7x3 +2x4 = 2

x1 −12x2 −11x3 −16x4 = 5

(2)





x1 +3x2 −2x3 +2x5 = 0

2x1 +6x2 −5x3 −2x4 +4x5 −3x6 =−1

5x3 +10x4 +15x6 = 5

2x1 +6x2 +8x4 +4x5 +18x6 = 6

(3)





x1 +x2 −2x3 +x4 +3x5 = 1

3x1 +2x2 −4x3 −3x4 −9x5 = 3

2x1 −x2 +2x3 +2x4 +6x5 = 2

6x1 +2x2 −4x3 = 6

2x2 −4x3 −6x4 −18x5 = 0
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連立一次同次方程式

定数項 (拡大係数行列の最右列)がすべて ′0′ の連立一次方程式を連立一次同次方程式という.

連立一次同次方程式の解については次の何れかが成立する.

•「自明解」(未知数がすべて ′0′ の解)以外に解を持たない • 自明解以外に無限個の解を持つ
ただし, (未知数の個数)>(方程式の個数)の場合に自明解以外の解を持つことは明らかである.

【2.1】

次の連立方程式の拡大係数行列を既約 Gauss行列に変形して, 方程式の解集合を求めよ.




2x1 +2x2 −x3 +x5 = 0

−x1 −x2 +2x3 −3x4 +x5 = 0

x1 +x2 −2x3 −x5 = 0

x3 +x4 +x5 = 0

【2.2】

次の連立一次同次方程式の解について調べよ.

(1)





2x1 +x2 +3x3 = 0

x1 +2x2 = 0

x2 +x3 = 0

(2)

{
3x1 +x2 +x3 +x4 = 0

5x1 −x2 +x3 −x4 = 0

(3)





2x1 −4x2 +x3 +x4 = 0

x1 −5x2 +2x3 = 0

−2x2 −2x3 −x4 = 0

x1 +3x2 +x4 = 0

x1 −2x2 −x3 +x4 = 0
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単位行列 ·基本行列
n次行列において, 主対角線成分がすべて ′1′, 他の成分がすべて ′0′ のものを単位行列といい, Iで表す.

また, 単位行列 Iから一度だけの行基本変形で得られる n次行列を基本行列といい, Eで表す.

このとき, 基本行列 Eは可逆であり, その逆行列も基本行列である.

【3.1】 –基本行列の性質 –

次の行列の積を計算せよ.

(1)




1 0 0
0 1 0
0 0 k


×




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 (2)




1 0 −k
0 1 0
0 0 1


×




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




(3)




1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0


×




a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44




【3.2】

次の基本行列の逆行列を求めよ. ただし, jk 6= 0とする.

(1)




1 0 0
0 1 0
0 0 k


 (2)




1 0 −k
0 1 0
0 0 1


 (3)




1 0 0
0 0 j
0 k 0




【3.3】

次の連立方程式の解を求める過程の行基本変形を基本行列の積で表せ.

(1)





x1 +x2 +2x3 = 9

2x1 +4x2 −3x3 = 1

3x1 +6x2 −5x3 = 0




1 1 2 9

2 4 −3 1

3 6 −5 0




(2)





3x1 +2x2 −3x3 = 1

2x1 +x3 = 2

3x1 +x2 −x3 = 1




3 2 −3 1

2 0 1 2

3 1 −1 1



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逆行列

ある連立方程式が一意解を持つとき, その係数行列 Mを単位行列に変形する基本行列をそれぞれ

E1, E2, · · · , Ekとする. 即ち, Ek×·· ·×E2×E1×M = I が成り立つ. このとき,

M−1 = Ek×·· ·×E2×E1× I

【4.1】 –逆行列の算出 –

次の行列に対して, その左側三列を単位行列に変形する行基本変形を施せ.



1 2 3 1 0 0

2 5 3 0 1 0

1 0 8 0 0 1




【4.2】 –逆行列の算出 –

次の行列の逆行列を求めよ.

(1)




0 −2 −3

3 1 1

1 2 3


 (2)



−1 3 1

1 1 2

1 1 3


 (3)




1 a b

0 1 c

0 0 1


 (4)




1 −1 2 2
2 −1 4 2
−1 1 −1 −1
2 −1 2 2



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表現行列

一次変換 T が 2点 (1, 0), (0, 1)をそれぞれ点 (x1, y1), (x2, y2)に移すとき, T の表現行列M は,

M
(

1 0

0 1

)
=

(
x1 x2

y1 y2

)
⇐⇒ M =

(
x1 x2

y1 y2

)

【1.1】 80一橋大

行列

M =
(

a b

b c

)

の表す 1次変換 Tによって, 点 (1, m), (n, 1)がそれぞれ点 (1, m), (2n, 2)に移される.

(1) m+nの値を求め, Mの各成分を mの式で表せ.

(2) T による点 (0, 1)の像を Pとする.

mがすべての実数値を動くとき, Pの軌跡の方程式を求めよ.

【1.2】

平面上に 3本の直線 g1, g2, g3がある.

g1 : 2x−y+1 = 0, g2 : x−y+1 = 0, g3 : 3x−4y+5 = 0

1次変換 Tによって, g1が g2に, g2が g3に移されるとき, T の表現行列 Mを求めよ.

【1.3】 88東大

xy平面上の 1次変換 Tが次の条件を満たしている.

• 点 (1, 0)は Tにより第 4象限の内部の点に移る.

• 点 (0, 1)は Tにより第 2象限の内部の点に移る.

• 点 (1, 1)は Tにより第 1象限の内部の点に移る.

このとき, T には逆変換 T−1が存在することを示せ.

また, 点 Pの像 Qが第 1象限の内部にあるとき, 点 Pも第 1象限の内部にあることを示せ.

【1.4】 95一橋大

1次変換 Tは任意の直交する 2直線を直交する 2直線に移し, 点
(√

3, 1
)
を点

(
2, 2

√
3
)
に移す.

このとき, 1次変換 Tの表現行列 Mを求めよ.
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非正則変換

det.M = 0なる行列の表す一次変換によって平面上の点はすべて原点を通る直線 y = kx上に移る.

この変換を非正則変換といい, その表現行列は次のような構造を持つ.
(

a b

ka kb

)

【2.1】 92一橋大

行列
(

1 a
b c

)
の表す 1次変換は, 円 (x−1)2 +y2 = 1を線分 AB に移す.

A(3, 6)のとき, a, b, cの値と点 Bの座標を求めよ.

【2.2】 85千葉大

行列
(

a b
b c

)
(a 6= 0)の表す 1次変換 Tは, 円 x2 +y2 = 1を長さ 10の線分に移す.

また, 変換 T ◦Tは点 (1, 0)を点 (5, 10)に移す. このとき, Tの表現行列を決定せよ.

【2.3】 93熊本大

行列
(

a+1 2b
b −a

)
の表す 1次変換 Tは, 平面上のすべての点を直線 L : y = mx上に移す.

(1) 直線 L上の点は Tによって不動であることを示せ.

(2) 放物線 y2 = x−1が Tによって Lの x≥ 0の部分に移されるとき, m, a, bの値を求めよ.

【2.4】 85東大

a2 +b2 6= 0なる実数 a, bに対して,

M =
1

a2 +b2

(
a2 ab

ab b2

)
, E =

(
1 0

0 1

)

と置き, 行列 M3, (E−M)2の表す 1次変換による点 P(x, y)の像をそれぞれ Q, Rとする.

ただし, Q 6= P, R 6= Pとする.

(1) ∠QPRの大きさを求めよ. (2) 三角形 PQRの面積を a, b, x, yの式で表せ.
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回転 ·対称移動
原点を中心とする角 θ の回転を表す変換の行列は,

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
(0≤ θ < 2π)

直線 y = tanθ ·xに関する対称移動を表す変換の行列は,

(
cos2θ sin2θ
sin2θ −cos2θ

) (
−π

2
< θ <

π
2

)

特に, tanθ = mと置けば,

1
1+m2

(
1−m2 2m

2m −(1−m2)

)
(−∞ < m< ∞)

【3.1】 90法政大

行列
(

a b
c d

)
が 2点間の距離を変えない 1次変換であるとき, a, b, c, dの関係式を求めよ.

また, ad−bcの値を求めよ.

【3.2】 86学習院

1次変換 Tが円 x2 +y2 = 1をそれ自身に移すとき, その表現行列はある θ (0≤ θ < 2π)を用いて,

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
∨

(
cosθ sinθ
sinθ −cosθ

)

と表されることを示せ.

【3.3】 92熊本大

行列 M =
(

a b
c d

)
の表す 1次変換を Tとする.

直線 y = mx(m> 0)に関して対称な 2点の Tによる像が常に x軸に関して対称であるとき,

(1) a, b, c, dの関係式を求めよ. (2) M2 = Eを満たす行列 Mを求めよ. (Eは単位行列を表す)

【3.4】 81東大

M =

(
−1 −√3√

3 −1

)
に対して,

(
xn

yn

)
= Mn

(
1
0

)
と置く.

実数 aに対して, xy平面上の点 (xn, yn)と点 (a, 0)との距離を dnとする.

すべての正整数 nに対して, dn+1 > dnが成り立つような aの値の範囲を求めよ.

【3.5】 88東北大

(1) 行列 Mの表す 1次変換 Tにより双曲線 xy= 1が双曲線 x2−y2 = 2に移るとき, Mを求めよ.

(2) 更に, Tの逆変換も双曲線 xy= 1を双曲線 x2−y2 = 2に移すとき, Mを求めよ.
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不動直線

一次変換 T による直線 Lの像が L自身であるとき, 直線 Lを変換 Tの不動直線という. 即ち,

T(L) = L

また, T による直線 Lの像の点が常に L上にあるとき, 直線 Lを変換 Tの不変直線という. 即ち,

T(L)⊆ L

【4.1】 88三重大

点 (1, 1), (0, −1)をそれぞれ点 (1, −1), (1, 2)に移す 1次変換による原点を通る不動直線をすべて求めよ.

【4.2】 88大阪市大

平面上の 1次変換 Tは点 (1, 1)をその点自身に移し, 点 (0, 1)を直線 y = x+1上に移す.

このとき, 変換 Tによる不動直線をすべて求めよ.

【4.3】 92熊本大

行列
(

k+1 1

k k−1

)
の表す 1次変換による不動直線が 2本存在するための kに関する条件を求めよ.

【4.4】 87京都府立医大

1次変換 Tによって, ある直線 L上の各点が L上に移されているとき, Lは Tによって不変であるという.

Tによって不変な原点を通らない直線が 1本存在するとき, Tによって不変な原点を通る直線が 2本存在する

ことを示せ. ただし, Tの変換行列を Mとするとき, trace.M 6= 2であるとする.

【4.5】 90千葉大

Tを平面上の 1次変換とする. また, 2直線 g1, g2は平行でなく, いずれも原点を通らないものとする.

g1が Tの不動直線のとき, g1に平行な任意の直線 g1
′も Tの不動直線であることを示せ.

更に, g2も Tの不動直線のとき, 変換 Tはどのような変換であるか.

【4.6】 93京都府立医大

正則な 1次変換 Tに対して,

[1] 原点を通らない不動直線が存在する [2] 原点以外の不動点が存在する

の両命題は同値であることを示せ.
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線型性

一次変換 Tと実数 s, t に対して,

T(s−→u + t−→v ) = sT(−→u )+ t T(−→v )

ただし, −→u , −→v は平面上で一次独立である.

【5.1】

行列 Mの表す 1次変換 Tによる三角形 OPQの像を三角形 OP′Q′とするとき,

4OPQ :4OP′Q′ = 1 : |det.M |

であることを示せ. ここで, 4OPQは三角形 OPQの面積を表す.

【5.2】

平面上の 1次変換 Tが三角形の頂点 A, B, Cを

T(A) = B ∧ T(B) = C ∧ T(C) = A

のように移すとき, 三角形 ABCの重心 Gは不動点であることを示せ. また, G = Oであることを示せ.

【5.3】

平面上の 1次変換 T の表現行列 M が trace.M = 2, det.M = 1を満たす.

T(P0) 6= P0なる点 P0に対して,
P1 = T(P0) ∧ P2 = T(P1)

と置くとき, 3点 P0, P1, P2は同一直線上にあることを示せ.

【5.4】

平面上の 1次変換 Tと 1次独立な −→u , −→v に対して,

T(−→u ) =−→v ∧ T(−→v ) = k−→u (k :実数)

が成り立つとき, Tによる原点を通る不変直線 Lの個数を kの値で分類して調べよ.

【5.5】

平面上の 1次変換 Tに対して, 原点 O以外の不動点 Pが存在する.

このとき, 直線 Lの Tによる像の直線 T(L)と Lとの交点 Qは Tによる不動点であることを示せ.
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二次曲線の標準化

2次曲線 C : ax2 +2bxy+cy2 + px+qy+ r = 0は, その係数 b2−acの符号により,





b2−ac= 0 · · · · · · 放物線
b2−ac< 0 · · · · · · 楕円

b2−ac> 0 · · · · · · 双曲線

と判別でき, 適当な平行移動と原点中心の回転移動により, 標準型に変換できる.

【6.1】 95神戸大

平面上の 2次曲線
C : x2−2xy+y2−

√
2x+3

√
2y = 0

に対して, 次の問いに答えよ.

(1) Cを原点中心に適当に回転することにより, 放物線 y = ax2 +bx+c (a > 0)に変換せよ.

(2) Cと直線 −x+2y+6
√

2 = 0の囲む領域の面積を求めよ.

【6.2】 96神戸大

平面上の 2次曲線
C : 9x2 +2

√
3xy+7y2 = 60 · · · · · · (6.2.1)

に対して, 次の問いに答えよ.

(1) Cを原点中心に適当に回転することにより, 曲線 ax2 +by2 = 1に変換せよ.

(2) C上の点と点 (c, −√3c)との距離の最小値が 2であるとき, c > 0の値を求めよ.

【6.3】 92九州芸工大

2次曲線 x2 +2axy+y2 +2x−8y+b = 0を平行移動し,

更に, 原点中心に角 θ 回転して得られる曲線が
x2

3
− y2

5
= 1であるとき,

a, b, θの値をそれぞれ求めよ. ただし, 0≤ θ ≤ π/2とする.
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調和共役点

2点 A, Bを通る直線上の 2点で,

PB

PA
=−QB

QA

(
ABは有向線分長を表す

)

を満たす P, Qを線分 ABに関して互いに調和共役という.

極と極線

定点 Pを通る 2次曲線 Cの割線 AB上の点で, 線分 ABに関して Pと互いに調和共役な点 Qの軌跡の

直線を点 Pを極とする 2次曲線 Cの極線という.

【1.1】 –極と極線 –

(1) 2次曲線 C : α x2 +β y2 = 1 (αβ 6= 0)上の点 P(x0, y0)における接線の方程式は,

αx0x+βy0y = 1

で与えられることを示せ.

(2) 曲線 Cに対して点 P(x0, y0)から 2本の接線が引けるとき, その接点を Q, Rとする.

このとき, 2接点を結ぶ直線 QRの方程式は,

αx0x+βy0y = 1

で与えられることを示せ. (直線 QRを点 Pを極とする Cの極線という)

【1.2】 –放物線の極線 –

点 P(x0, y0)と放物線 P : y2 = 4px(p > 0)がある.

(1) y0
2 = 4px0のとき, 点 Pにおける放物線 Pの接線の方程式は,

y0y = 2p(x+x0)

で与えられることを示せ.

(2) y0
2 > 4px0のとき, 点 Pから放物線 Pに引いた 2本の接線の接点を Q, Rとする.

このとき, 直線 QRの方程式は,
y0y = 2p(x+x0)

で与えられることを示せ.

(3) y0
2 < 4px0のとき, 点 Pを通る 2本の直線 L1, L2を Pの対称軸に平行でないように引く.

直線 L1と放物線 Pとの交点を A1, B1とし, 直線 L2と放物線 Pとの交点を A2, B2とする.

更に, 2点 A1, B1における接線の交点を Q1, 2点 A2, B2における接線の交点を Q2とする.

このとき, 直線 Q1Q2の方程式は,
y0y = 2p(x+x0)

で与えられることを示せ.
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【1.3】 –調和共役性 –

円 C : x2 +y2 = r2 (r > 0)に対して, Cの外点 P(x0, y0)を極とする極線 L : x0x+y0y = r2を考える.

Pを通る Cの任意の割線 gと Cとの交点を A, Bとし, gと Lとの交点を Qとするとき,

PA : PB= QA : QB ⇐⇒ PQ=
2

1
PA

+
1

PB

が成り立つことを示せ.

【1.4】 –方冪 –

円 C : (x−a)2 +(y−b)2 = r2 (r > 0)と点 P(x0, y0)に対して,

u(P) = x0
2 +y0

2−2ax0−2by0 +a2 +b2− r2

を Pにおける Cの方冪という.

(1) u(P) > 0のとき,
u(P) = PA×PB

が成り立つことを示せ.

ここで, A, Bは Cの外点 Pを通る任意の割線と Cとの交点である.

(2) u(Q) < 0のとき,
u(Q) = QA×QB

が成り立つことを示せ.

ここで, A, Bは Cの内点 Qを通る任意の弦と Cとの交点である.
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座標変換 (拡大 ·縮小)

円錐曲線
x2

a2 ±
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

は, 座標変換
x′ =

x
a
∧ y′ =

y
b

により, 曲線
(x′)2± (y′)2 = 1

に移る.

この変換によって,

線分比は不変, 面積は
1
ab
倍

になる. また, 角の大きさは保存しないが平行な関係は保たれる.

【2.1】 –楕円の補助円 –

楕円

E :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > b > 0)

の任意の接線に対して, Eの 2焦点から引いた垂線の足は常にある定円の周上にあることを示せ.

(この定円を Eの補助円という)

【2.2】 –楕円の準円 –

楕円

E :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

に対して, Eの外点 Pから Eに引いた 2本の接線が常に直交する.

このとき, Pの軌跡の方程式を求めよ. (Pの軌跡を Eの準円という)

【2.3】 95慶應義塾

座標 xy平面の第一象限において,

長軸の長さ 4, 短軸の長さ 2の楕円が x軸, y軸の両座標軸に接しながら可能なすべての範囲を動くとき,

この楕円の中心の描く軌跡の方程式を求めよ.
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【3.1】 –双曲線の準円 –

双曲線

H :
x2

a2 −
y2

b2 = 1 (a > b > 0)

に対して, 点 Pから Hに引いた 2本の接線が直交するとき, Pの軌跡の方程式を求めよ.

(Pの軌跡を Hの準円という)

【3.2】 95東大

(1) 双曲線

H :
x2

a2 −
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

上の点 P(x0, y0)における接線が 2本の漸近線と交わる点を A, Bとする.

このとき, Pは線分 ABの中点であることを示せ.

(2) (1)の P, A, Bに対して, 三角形 OABの面積は Pの位置に無関係に一定であることを示せ.

【3.3】 2000お茶の水女子大

双曲線

H :
x2

a2 −
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

上の点 Pにおける接線が Hの漸近線 g1, g2と交わる点をそれぞれ P1, P2とする.

更に, H上の点 Q(6= P)における接線と g1, g2との交点をそれぞれ Q1, Q2とするとき,

P1Q2 // P2Q1

が成り立つことを示せ.
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【4.1】 89図書館情報大

楕円
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

に内接する四辺形の面積の最大値を求めよ.

【4.2】

楕円
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

に外接する三角形 ABCがあり, 三角形 ABCの各辺の中点が楕円との接点である.

(1) 三角形 ABCの重心の座標を求めよ. (2) 三角形 ABCは一定の楕円に内接することを示せ.

【4.3】 93名古屋市大

定点 C(0, a) (a > 0)を通る直線と楕円

x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > b > 0)

との交点を P, Qとするとき, 線分 PQの中点 Rの描く軌跡の方程式を求めよ.

【4.4】 90東大

座標平面上の円 C0と楕円 C1を

C0 : x2 +y2 = 1, C1 :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

として定義するとき, C1上の任意の点 Pに対して,

Pを頂点に持ち, C0に外接して C1に内接する平行四辺形が存在するための必要十分条件を a, bの式で表せ.
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軌跡の問題

(1) 媒介変数を特定あるいは設定する.

(2) 媒介変数を消去して x, yの関係式を求める. (必要条件)

(3) 媒介変数の定義域 =動点の存在範囲を調べる. (十分性)

【5.1】

放物線 P : x2 = 4py(p > 0)に対して, P上にない点 Pから引いた 2本の接線が直交する.

このとき, Pの描く軌跡の方程式を求め, それが放物線 Pの準線 y =−pであることを示せ.

【5.2】

放物線 y = ax2 (a > 0)に対して,

領域 y < ax2内の点 Pから引いた 2本の接線の交角が θを保って Pが移動するとき,

Pの軌跡の方程式を求め, θ → π/2としたときの軌跡の極限の図形を調べよ.

ここで, 0 < θ < π/2とする.

【5.3】

放物線 y = ax2 (a > 0)上の異なる 2点 A(α , aα2), B(β , aβ 2)における 2本の接線の交点を Pとする.

放物線と 2本の接線が囲む領域の面積が一定値Cを満たして Pが動くとき, その軌跡の方程式を求めよ.



ARISTOS

解析幾何 (円錐曲線) 57

焦点の性質

放物線の焦点: 放物線の対称軸に平行な入射光線は放物線で反射してその焦点に集まる

楕円の焦点: 楕円の一方の焦点から出た光線は楕円で反射して他方の焦点に集まる

双曲線の焦点: 双曲線の一方の焦点から出た光線は双曲線で反射して他方の焦点から出た光線と重なる

【6.1】

放物線 P : y2 = 4px(p 6= 0)の焦点を Fで表し, P上の任意の点を P(6= O)とする.

Pにおける Pの接線は, 直線 PFと Pを通り放物線の対称軸に平行な直線との交角を 2等分することを示せ.

【6.2】

楕円

E :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

の 2焦点を F, F′とする. E上の任意の点 Pにおける接線は ∠FPF′の外角を 2等分することを示せ.

【6.3】

双曲線

H :
x2

a2 −
y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0)

の 2焦点を F, F′とする. H上の任意の点 Pにおける接線は ∠FPF′を 2等分することを示せ.
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円錐曲線の定義

定点 F (焦点)と定直線 d (準線)に対して,

PF= e·dist(P, d) · · · · · · (7.1)

を満たす点 Pの軌跡を円錐曲線という. このとき,




0≤ e< 1 · · · · · · 楕円

e= 1 · · · · · · 放物線
1 < e · · · · · · 双曲線

· · · · · · (7.2)

であり, 定数 eを離心率という.

極方程式

円錐曲線はその焦点 Fを極とし, 準線 dを始線に直交するように定めた極座標系で,

r =
c

1+e·cosθ
(
c = e·dist(F, d)

) · · · · · · (7.3)

と表示される. ただし, 焦点から準線に向けた方向を正方向とする.

【7.1】 –放物線の方程式 –

F(a, 0)を焦点, d : x =−aを準線とする.

定義 (7.1)に基づいて放物線の方程式を a, x, yの関係式の形で求めよ.

更に, 放物線の極方程式を (7.3)の形で導き, (7.3)の cを aの式で表せ.

【7.2】 –楕円の方程式 –

F(±ae, 0)を焦点, d : x =±a/eを準線とする.

定義 (7.1)に基づいて楕円の方程式を a, e, x, yの関係式の形で求めよ.

更に, 楕円の極方程式を (7.3)の形で導き, (7.3)の cを a, eの式で表せ.

【7.3】 –双曲線の方程式 –

F(±ae, 0)を焦点, d : x =±a/eを準線とする.

定義 (7.1)に基づいて双曲線の方程式を a, e, x, yの関係式の形で求めよ.

更に, 双曲線の極方程式を (7.3)の形で導き, (7.3)の cを a, eの式で表せ.

【7.4】 –媒介変数表示 –

前三問で求めた円錐曲線上の点 (x, y)は tを媒介変数として,




放物線 · · · · · · x = at2 ∧ y = 2at (−∞ < t < ∞)

楕円 · · · · · · x = a cost ∧ y = b sin t (−∞ < t < ∞)

双曲線 · · · · · · x = a sect ∧ y = b tant (t 6≡ π/2 (mod π))

と媒介変数表示できることを確認せよ.
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【7.5】

楕円

E :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > b > 0)

の焦点の 1つを F(c, 0) (c > 0)とする.

Fを通る Eの 2つの弦 PQ, RSが直交するとき,

1
PF×QF

+
1

RF×SF

の値が一定であることを示せ.

【7.6】

楕円

E :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 (a > b > 0)

の焦点の 1つを F(c, 0) (c > 0)とし, Fを極とする Eの極線を gで表す.

また, Fを通る任意の直線と Eおよび gとの交点を左から順に A, B, Pとし,

AP = r1, BP= r2, FP= r3

で表すとき,

r3 =
2

1
r1

+
1
r2

(調和平均) (⇐⇒ PA : PB= FA : FB)

が成り立つことを示せ.
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座標変換 (回転)

方程式
ax2 +2bxy+cy2 + px+qy+ r = 0

で与えられる曲線は, 行列

M =
(

a b

b c

)
, N =

(
p

q

)
, X =

(
x

y

)
, tN =

(
p q

)
, tX =

(
x y

)

を用いて,
tXMX + tNX + r = 0

と表せる.

このとき, Mを対角化する 2次行列で

tP = P−1 (⇐⇒ tPP= E
) ∧ det.P = 1

を満たす Pにより, 変換
X = PX′

(⇐⇒ X′ = P−1X
)

即ち, X′を回転 Pで Xに移す変換を与えれば,

tX′(P−1MP
)
X′+(tNP)X′+ r = 0

ここで, tX′ =
(
x′ y′

)
と表せば,

λ1(x′)2 +λ2(y′)2 + p′x′+q′y′+ r = 0

の形式に帰着する. ここで,
(
p′ q′

)
= tNPである.

曲線の判別式

方程式 ax2 +2bxy+cy2 + px+qy+ r = 0の表す図形は,

det.M > 0 · · · 楕円, det.M = 0 · · · 放物線, det.M < 0 · · · 双曲線

と分類される円錐曲線である.

【8.1】 –三次行列表現 –

2次曲線 ax2 +2bxy+cy2 +2px+2qy+ r = 0は,

M =




a b p
b c q
p q r


 , X =




x
y
1




を用いて,
tXMX = 0

の形に表せることを確認せよ.
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【8.2】 –標準化 –

次の 2次曲線を標準化せよ.

(1) 7x2 +48xy−7y2 +20x−110y−50= 0

(2) 11x2 +4xy+14y2−4x−28y−16= 0

(3) x2−4xy+4y2−6x−8y+5 = 0

【8.3】 94工学院大

曲線 (
10+3

√
3
)
x2 +6xy+

(
10−3

√
3
)
y2 = 16

は楕円を表すことを示せ. また, その焦点の座標を求めよ.

【8.4】 92九州芸工大

xy平面上の 2次曲線
x2 +2axy+y2 +2x−8y+b = 0

を平行移動し, 更に, 原点中心に角 θ
(
0≤ θ ≤ π/2

)
回転して得られる曲線が

x2

3
− y2

5
= 1

であるとき, a, b, θの値を求めよ.

【8.5】 95千葉大

座標平面上の 2点 A(−1, −1), B(1, 1)からの距離の和が 10である点 Pの軌跡を Eとする.

(1) Eの方程式は ax2 +by2 +cxy= 1の形となる. このとき, a, b, cの値を求めよ.

(2) Eを原点の周りに −45◦回転させた曲線を表す方程式を x, yの関係式の形で求めよ.
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